: . : min z (r) = c'x
Consideremos el problema de programacion lineal que consiste en:
s.a.: Ar=b
x>0
Suponemos que los primeros m vectores columnas de forman una matriz identidad (A1 e Am) =1 ,

y que el vector de la derecha es no negativo b 2 0.

Escribamos esto en forma de tabla:

T rT ... Tl ... ITm Tm+1 .. Ip
Ty | an ... ay ... Qm Amel) --- Qi b1
Tl an ... ag ... Qm Qmgl)  --- Qi b
Im | Aml ... Qmil Amm  Am(m+1) .- Amn b
z(Z)

donde T = (b1,...,0,0,...,0) v 2(Z) =cib1 + ... + cnbm.

n

La ecuacion i-ésimaes:  x; + E a;T; = b;
j=m+1

Sea X una solucion factible cualquiera. Entonces

n m

2(x) — 2(x) = E CiTj — E cibi =

7=1 1=1
n m n n m
= CjTj — E G| i+ E aijTi | = E C; E Ciij | T;
n
En definitiva z(x) _ Z(CL‘) — E @)
J=m+1

m

donde ¢; = c¢j — Z ciaij, son los elementos de la fila indicadora.
i=1

La 7 ™7 de ¢; hace referencia a

(La demostracion se deja al lector)




Supongamos ahora que queremos obtener un sistema de ecuaciones equivalente a este,
de manera que el vector columna de la variable Xg. pase ser vector de la matriz identidad
que tiene un 1 en el lugar {-ésimo.

Supondremos que la coordenada ¢-ésima de dicho vector es positiva, aunque las
operaciones que vamos a ejecutar en el sistema de ecuaciones serian igualmente validas si

fuera negativo.

Q_j 3’;1 .« o ,fl:[ .« e ,flfm .rfr”+1 .« e .fl?k o« o an

I 1 ce 0 ce 0 al(m+1) . alk . Aln b1
x| 0 ... 1 ... 0 amyry -+ |Qk| - a; b
:,Cm O .« e 0 .« e ]. aqn(m+1) .« e a/n’L y P amn bm
fio] 0 ... 0 ... O Cmtl oo Ck ... Cn | 2(T)

Denotemos el nuevo sistema de ecuaciones con primas.

- - : / r_ C

La £-ésima ecuacién del nuevo sistema, €] , sera: € = —
Qilk

. / ik S
Para las demas nos queda: €, =€ — — € si 7 75 [
alk

Aik

. . / 2

Asi,si 1 7é [y ] 7é k, se tiene que @;; = Ujj — —— Alj.

alk

Por razones obvias, al elemento ay; lo llamaremos elemento pivote
y a todo el conjunto de operaciones, ’pivot operation’ o cambio de xj por z;.

Tras las operaciones [cambio(l,k), en términos del programa de SAGE], el nuevo sistema en forma de tabla

/
r |x ... X cee T Tl cee Tk ... Tn
/ / /
x| 1 ... —awfar ... O A1 (mt1) . 0 Lo ay, b}
Tk 0 e 1/a1k . 0 al(mﬂ)/alk e 1 e aln/alk bl/am
/ / /
Tm | 0 .. —amip/ag ... 1 (1) e 0 ay, b,
. / / / /
fi |0 ... ¢ .0 Contt R Cn z(x")

En ella ya se han efectuado algunos célculos. Obsérvese el cambio en el grupo de las variables basicas.

|
Existe una regla nemotécnica para recordar estas cuentas: Para calcular &n, tenemos
que utilizar los nimeros que estan resaltados en verde. Se puede observar que estos 4
numeros podrian ser los vértices de un supuesto rectangulo. Asi el elemento requerido
se calcula restando del que esta en esa posicién, el resultado del producto de la otra
diagonal y dividir por el pivote. p aik
A1y = Qlpn — — Qin.
Qalk




Como ya se ha comentado, elegiremos el pivote positivo. Si tomasemos un pivote negativo y el
elemento |-ésimo del vector de la derecha b fuera positivo, entonces dicha coordenada en el vector
b’ seria negativa.

Sin embargo, esta eleccion no es suficiente para garantizar que todo el vector b’ sea no negativo.
Para ello necesitamos establecer una regla sobre la elecciéon de I.

b
alk

Notemos que b = pues by > 0y ai > 0.

Ademds, sii # 1y aj <0, entonces b, > 0.

Para que se cumpla que b; > 0sii # 1y aj > 0,

0
tendréa que darse que b; — —b; > 0.
Qi

bi b

Esto es asf si y sélo si — > -
Qi Qlk ) )

Por tanto, [ debe ser tal que L~ mind 2~ a;x > 0
Qlk @ik

Hasta ahora no hemos dicho nada sobre la eleccién de la columna k-ésima.
Para ello, estudiemos primero la relaciéon que hay entre los valores de z en 2’ y en x.

Concretamente, se verifica que

Se deja al lector la demostracién de este resultado

En la practica suele usarse el mas pequeno de todos, pero no hay ningin resultado
ue pruebe que con esa seleccion se llega antes a la resolucién del problema.
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1. Escribimos los datos en forma de tabla:

x x1T ... T ... Tm Tm+1 . TR ... In

X1 1 “e 0 “en 0 al(m+1) . alk . A1n b1
x| 0 ... 1T ... 0 @umyry - @k ... b
Tm | 0 .. 0 .. 1 amemsny oo Gk oo+ Qmn | bm
fi.] 0 ... 0 ... 0 Cmtl oo Ck ... Cn | 2(T)

2. Si la fila indicadora es no negativa, entonces la solucién asociada al cuadro es éptima.

Dicha soluciénes 7 — (bl, o b, 0, 0)
3.Sino,sea 1y, tal que ¢ = min{¢;, 7 =1,...,n} (cx <O0).
4.51 a;;x <0, entonces el problema no tiene soluciéon. Es mas, minz = —oo0.

( Entiéndase esa expresion en el sentido de que le valor de la z
se puede mejorar indefinidamente en puntos del poliedro. )

. bi . [ bi
5.Sino,sea’] talquen — = mIin<{ — : Ak > 0
Ak ik
6. Finalmente, calculamos un sistema de ecuaciones equivalente al anterior mediante unas
operaciones que resumimos en la orden cambio(l,k).

€] Aif .

/ /

€ = — e, =€ — — € 1 #£
Ak Ak



METODO DE LAS DOS FASES

Se propone este método cuando no se disponga de una forma canénica del sistema de
ecuaciones.

ulau SN i i , Si ue existe. El Uni

En la fase | se calcula una forma canoénica para dicho sistema, si es que existe. El Unico caso en
que esto ocurrird es aquél en el que poliedro de soluciones factibles es el conjunto vacio. Esta
fase | consiste en la resolucién, mediante el algoritmo del simplex, de un nuevo problema de
programacion lineal que si estd escrito en forma canénica. Dicho problema consiste en

min w(t) =Y 1" &
s.a.: Ax+It=0»
x,t >0,

donde t = (t1,...,tm) es un vector de nuevas variables que llamaremos artificiales. Se
afiaden al sistema original de modo que la variable T; se suma al miembro de la izquierda de
la i-ésima ecuacidon. De este modo, el nuevo sistema de ecuaciones estd en forma candnica

pues la matriz formada por las columnas de los coeficientes de las variables artificiales es la
identidad.






