




	 





































































TEMAS.TEORÍADELADUALIDAD
DEFINICIÓN PROBLEMA DUAL

Consideremos el problema de programación lol

MG

amo

El problema del de éste es el siguiente
problema de programación lineal
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y
el del de este segundo es el primero

NOTA Cuando nos refiramos a ellos hablaremos de

npr PRIMAL.DE

Para trabajar con los problemas dudes es preferible

recordar el dual de un p.PL escrito en la

Siguiente forma Lo incluyo en forma de

definición






















































































































DEFINICIÓN PROBLEMADUAL mássencilladerecordar

Consideremos el problemadeprogramación lineal
Min ZG Ctx

P sa AXE para AEMan

Llamaremos problema del de éste alsiguiente
problema deprogramación lineal

D
Max ACT btt
sa AIE BCE

Además el problemadual deeste últimoes
el primero considerado

Min ZA Ctx
sa Ax ab

Max 9Gt rtb
5 TA E CEX

70µg TIO

Xp XD TECHE Im

LavariableXp estáasociada a la restricción HAI E Ci

anjTat Ari Tut Ami tu E G

Si llamamos ni a la variable deholgura asociada a esa
restricción diremos que Xi y ni están relacionadas

Lavariable Ti está asociada a la restricción Aix a bi
Gilet diaXat link a bi

Si llamamos si a la variable de holgura asociada a esa
restricción diremos que ti y si están relacionadas






















































































































Ejemplo MnZCxf3A 2X2tX3tX5
S.a XXX Xy Xy 15 TILO

2 3 3 24 Xj 21 TEO

Xy 8 Tz
20,1 1,23,4

Dual

Max Y F 5Ta Tat 81T

Sid

Mi Tata 1 Í 12Y 3 2 1 o 1

1 00 1 0
este signo depende

de lasrestricciones de signo
de las X's

El dual será

Max d F 5Ta Tat 81T

Sid TI Tz 1 3

Titta E 2

TI 3T E 1

TI 242713 E 0

TI 1 Tz 1

TI EO
Ta Zo 43 no restringida

en signo






















































































































Usando la definición CORTA de problema dual

podemos construir el dual de cualquierproblema con un

poco de trabajo adicional

Porejemplo construyamos el problema
del de un p.PL escrito en forma estándar

Min 767 ctx
si AYE

Elsistemade restricciones se puede reescribir asi ÍÍ b
La matriz de los coeficientes sería f
Atendiendo a la definición si dolería
Max dG 1 1
sa Ati A E E

alg P CR At tlf e c
M O 20

Pero P se puedereescribirasí _P
E FA fi e a
µ V70

Hagamoselsiguiente cambo de variables
I M O Tendríamos el problema equivalente

Max btt d t
5 a At T E C

no restringida en signo
P






















































































































porqueequivalente Consideremos lasiguienteaplicación

P P
no 8 µ y d

y es
epiyestra pero no inyecta Infinitospares yo

vanalmismo T

Pero del d'El siendo que o cualquier tal que gyro T

Consideremos el problema C Min ZE Ctx
si Ax b

20

Supongamos qe Exito es una forma canónica pa
esteproblema Concretamente

f 93 G CB B A A B EI

Sabemos qe si x el cualquier soluciónfactible
entonces

ZG Z 5 ÉI XI Gtb EX
c BA

Resolver el problema D equivale a resolveresteotro

Min EG Ex

E sa AE






















































































































El dual de C es El dual de El y

Max OIGAIS Max f Etb

sa HA s et sa FA ect

En qué sentido son equivalentes






















































































































OTROMAS el mismo cambiando Min porMax

Max 761 31 24 3 15
sa XXX Xy Xy E 5

2 3 3 24 Xj 7 1
Xy 8

Xj 20,1 12,3 4

Mk of F 5Ta Tat 81T

Sid

Mi Tr ta µ
3 2 1 0 1

Y
Te 20 12 22 2

TZE 0
El dual será

Mind F 5Ta Tat 81T

Sid TI Tz 7 3

TI Tz 7 2
TI 3127 1

TI 242713 2 O

T Tz 1

o Tz no restringida
en signo






















































































































TEE.EEBIEYEFSaRDMnZCxct y
sa Ax Z b D

Max tb
D se HA Ect

X ZO TIO

Si x es factible e P y
TÚ

ZE 2 OCT
Sean x yt soluciones factibles primal y dual

respectivamente

Entonces AE y EEE
ultipliquemos en Axab por Tt y

en Aect por X
AX ZAtb y AXECtx Entonces

ZE ctxzttAxsttb dctlc.az

Este teorema es ciertoen un enunciadomásgeneral Su
demostración es esencialmente la misma
TEOREMA Dados un par de problemas primalidad

como los de

jajjaa
da al comienzo deltema si x

8T son sobrinas factibles primal y dual respectivamente

Esdecir siendo ambos factibles los valores de
la función

objeto del problema de tipo minimizar sonmayores o igualesque
los de la otra






















































































































i E
Existeesteespacioentre esosvalores óptimos
VeamosqueNO

PROPOSICIÓN Dudes de problemas equivalentes son equivalentes
Pensad en la demostraciónde este resultado

P 4 D

i equ

P 4 D
Demostremos elteorema enalgunos casosparticulares

Si el par PD es MinZEE
ctx Max Etb

sa AEE
D se TE C

A es equivalente a CP su dial sería pordefinición

Min tesis Ex pl Max loG Etb
Y sa Ax Is b sa A I ect a a

YiSto
Evidentemente D y soniguales

O






















































































































Si el parde problemas D D es

Min ZGZCtx
Pl sa Ayb

A T.EE IIE

Supongamos que C es factible Sea x ma solución

factible básica y Alx D una forma canónica asociada

a x Sin pérdidade generalidad podemos suponer que
bi eh o_0 Sea EL C GtA la fila indicadora

correspondiente a esa forma canónica siendo catalan cm

Sabemos
que si x es factible ZEZE ÉI Xi

Portanto resolverC es equivalente a restar P

salvoque en casode óptualidad al óptimo deC hay

que sumarle z x para obtenerel óptimo de P

C I.EEjEiixi
Ex

El dial de Pl es Max HEE
sa HAE Et

D

equivalente a Max tb
se HA Ei Ei n

Pero Ah Ah I Ezo en m y Gi ai estAi pum
a

Sia TI EO En mftp ci mami






















































































































s l1 7

Sustituvendo TI Ti t Ci En_m quedaría

Max tb cib
sa HtAj E G gama n

Ti E Ci En m

Dado que Gtb E es una constante

el problemaanterior es equivalente a

Max d G tb
sa HtAj E G fui n

Ti E Ci Ee m

quees el problema D

Como vemos la constante que había que sumar a z
es la que misma que habrá que sumar a d






















































































































TEEEEEIEEE.EEIIaspindad
Min za Ctx
sa xp y

Max Y Ttb
TEPD

si me de ellos es óptimo entonces el otro también y
1 máx ACT min ZE

TEPA XP

FatEmostracón supongamos que los problemas son

Min 767 Ex
y
su del máx d Ttb

sa AX b sa AL Ct
X ZO

que g Atm y que el primal es óptimo

Supongamos que el siguiente
es un cuadroóptimo

A él llegamos en un número finito de pasos aplicando

el métododel símplex y las reglas
de R Bland

X Xu Xu Xu Xu
bi

Á Xxi

Xm A Im
E En Zope ZE






















































































































bi bip 0 esóptima

La fila indicadora la podemos escribir así

Í E ct.BA siendo B la submatiz

de A tal que ALBA
b Bb Y astenia

a

Como es un cuadro óptimo E 70

Sea TE CEB E zo implica que IBA a Ct

es decir TB es una solución del factible

Además

CTB Tgtb CIB b b ZE Zant

Dada una solución factible del cualquiera T

se tiene que 7 x 24A

aplicando el Mena débil a la soluciones factibles x y T

Y como Ex 9GB tendríamos que ACB ZACH

es decir Tz es óptima del y






















































































































es decir IIB es optima dual y

máxACT ACABEZED mí ZE
TEPD XP

Para la demostracióndel caso general usemos la proposición
anterior Consideremos un par de problemas PD en el

que D es óptimo Transformamos C en un problema

equivalente escrito en forma estado P Por la

demostraciónqueya hemoshecho su dual D también s óptimo

y los valors óptimos prime y dal respectivamente coinciden

D y D son equivalentes con lo que termina la
demostración

E
a A

equivalentsf
equivalentes

E EN
COROLARI En un par de problemas PD si ambos

ÚItimos
7pts dat

ETAA Dado el problema Min ZGZ Ctx
si AYES

Introducimos variables de holgura si en m

Min Zeist ctx
sa AxtIs b es un P.PL equivalente






















































































































5 1
xp 70

Supongamos que el siguiente es
un cuadro óptimo

Xu Xu 51 Sm

Á B bXB

Ezo Ezo Zat

Ej CI CBB AI
E O CBB Ii EITB i

Si el problema fueradetipomaximizar la fila indicador
será to pero ése ftp.t también

ftp.t
Dado el problema Min

zxctysi.AE
o

Supongamos que el siguiente es
un cuadro óptimo

Xu Xu

Á bXB






















































































































3 1

E zo Zat

Sabemos que TB CB B es una solución

óptima del dual Además

si cambiamos b por bttb y para
7 d

el cuadro anterior sigue siendo óptimo entras

Zopt D CBB Dt d CBB B Apt A

Concretamente si EsGpslugar iésimo

Zat 1 Zopt t do B i

Por tant el cambio por unidad en el valor
óptimo de la Z nos lo da la coordenada césima

de TI esto es el precio oculto para la
restricción eésima

EntTIILIelFpomas mutual
Min ZEE Ctx
sa Ay d y

Max tb
se HA C D

T ZO

Denotemos por si Aix bi En m

las variables deholgura en el primal y
por Uj Ci Atti g n _n

las del dial






















































































































las del rol

Consideremos dos soluciones X y I factiblesprimal
y dial respectivamente

Si AI bi te m y

ñ Ci TAI fe n serán los
valores de las variables de holgura en IgE respeto

El teorema dice que IgE son óptimas

Éi
Demostró por ser factibles J y T usando el
mismo argumento que en el teorema débil setena

que Ctx FAIZ Etb

Apartir de i TA I zo

Apartir de TAE bi 20

Vayamos ya con la equivalencia descrita en el enunciado

Es Supongamos en primer lugar qe IgE
son óptimas Usando el teorema fuerte ZEKE
Entonces y

se convierten en igualdades






















































































































JIE TA Ii o

Como todos los sumandos son no negativos

CIIENTE
O En n

ñ 0 ja n

TAE bi O

Como todos los sumandos son no negativos

EEH
o

T.SI o E 1 m

Si TI Si 0 El m

E I o gran
entona

y
son igualdades y por

tanto

ZE ACT






















































































































C 1 1
Aplicando el teorema débil IgE son óptimas

escribid con más detalleesto último

C d D

NOTA Si ZE d E y x factibleprimal
entonces z x z d E por el teorema débil
Por tanto 2G 7 E Fx factible i e Eóptima

Para E el argumento es similar

COROLARI En un par de problemas pinaldual supongamos

P es no acotado si y sólo si
D es infactbleiii

EEE Puedeocurrir que un PRL y
su del sean

infectibles

EJERCI A vueltas con el problema Min ZE Ctx p
sa Ax b

Sududes Max HEAD
sa HA EP

1 P factible y D factible P y D óptimos

y ZoteApt Sean X y F óptimas primal y
dual respectivamente

Lble N b






















































































































Si x factible Axb
Además Z E Ctx ETAX Etb dot Zat
es decir TODA SOLUCIÓN FACTIBLE ES ÓPTIMA

2 P factible y D infalible C no acotado

3 P infectble

MÉTODO DE LAS PENALIZACIONES REPRISE
Recordemosque es un método

alternativo almétododelas
dos fases Para resolver el PRL

Min ZE Ex
si AEGP AEMen

le propone resolver Min ZMCxtfctxtME.li
Rn si Axe It b

t o

PROPOSICIÓN

Si Cn es no acotado C también lo es si es factible

2 Si Pin óptimo y Zia
óptimo no depende de M P

también es óptimo Además si XI es óptimo enCra
entonces x es óptimo en CP

3 Si A Óptimo y Zagóptimo
dependede M D es

infactible esto es el poliedro P es
vacío






















































































































FÍA mostar la parte 1

Elproblema P es y el problema Pn es

Min ZEE Ctx MuzralxtfctxtMEtis.aeAXEL s.a Ax It b

AEMuxn
Xt zo

Max dCi tb
si ITA EC

Max ACEH b
Sia TAE Ct

Ti E M E1,2 m

Estos dos duales son equivalentes sonlosmismos
CPM es no acotado su dales infactble y así

también portanto el dual de C Entonces es no

acotadosiesfatt c Q D






















































































































ELÍGETE siguientessistemasde restricción es

tb o
fiiin

veamos primero que si d factible 1 es infactble

Supongamos que 4 es factible y definamos el siguiente par
de problemas primatdual

Min Z x OÍ
sa Ay b

Mix tb
sa HA cot A

Ot 0,0 0

Por hipótesis E es factible y puestoque la Z es constante

f es óptimo Por el teorema fuertededualidad D también

lo es y dopt Zapt 0

Si TE Rm es tal que TAEOt
entonces dG Ttb LO pues O es el máximo






















































































































entonces d a 1 b E O pero es el ma

Entonces CN es infectible

Veamos ahora el recíproco
Usemos el mismo par de problemas definido

más arriba

Min Z x OÍ
sa Ay b

Mix tb
sa HA c Ot

El dual es factible pues OTA EO estoes el O es
es una solución factibledeldual

Si ll es infactble entonces si HAGO Hbo

Es dear si t es factible del OCT E 0

Como el dual es un problema detipo maximizar entras
es óptimo Elteoremafuerte asegura que el primatambién
esóptimo y qe Zat dont

En particular P es factible esto es 1 es factible

TERPRETACIÓN
COD

Hi antis
Recordemos qe Ax b lo podemos escribir

así

X1ArtXaAzt XnAn b donde ti a n es

es pésimovector columnade A Que f sea factible
significa que lo es combinación lined no negativa delos
t s columna de 1 Supongamos que Ai E IR y qe






















































































































vectores columna de A Supongamos que A C 2 y qe
n 3 Más concretamente

si y
solo si b

Fifi

determinadaentre
los vectorsAr r Ar

porejemplo el quehe
pintado

Porotraparte

estatua
Aj E O F12,3

esto es T yAI
forman un ángulo
mayor que 90

Estoes las soluciones de 4
si existen debenestar en la zona violeta

Pero también hade verificarse que Tt b so
esto es

losvectoresde la zona violetadebenforma un ángulo agudo

con el vector b y ya
vemos en el dibujo que eso es

imposible
Estudiemos un resultado similar al tema de Farkas

LEÓN Una y sólounade las siguientesafirmaciones
es cierta

1 El sistemaderestricciones 1 µ tiene una solución no

ii era
una






















































































































TÍTERE
Supongamos que la únicasoluciónde 1 esto.tomemos

cera tal que Ciao ja n
y
consideremosel siguiente par

deproblemas primal dual

Min C Ctx Max ACT O
el sa Ay D sa IA cc

Por lupótesis sea quien sea C C es óptimo
D también lo es En particular D es factible y
T es del factible Aecc o II es factible

Para el recíproco tenemos que afinar en la elección
de c Partamos de que 1 es factible Sea ITALO
Sea a max TA pr n a es negativo Sea clara a

Consideremos el par de problemas primal dualsiguiente

Min ZA Ctx Max ACT O
Cil sa Ay D sa IA cc

El dual es factible E es factible y como dote
es óptimo A óptimo Si existiera x to factible

en P Z xk o pues Cao y xro Ho Portanto
L I Ab t






















































































































Zoptco pero dopt O Absurdo 1 no es cierto

EJERCI Consideremos el P.PL

Min zgz Ctx by Probad qe o bien es infactble
Sa Ax Z b o bienes óptimo

Ay Z C siendo Zopteo
70 Y20

Lo podemos reescribir asíEscribamoseldual
Máx d A b pte Mind g Ctp btt
si HA s et sa Apa b

At E E Atra e

TIO MIO TIO MIO

Es decir el problema inicial es dualde sí mismo

C D

Portanto ambos problemas con óptimos si son

factibles y el
valor óptimo es 0

iiiEEEEIEE yMaxdG_bttsa.Axzbsi Atte bt
TIO

coinciden si At A 111
MinDEF btt
sa ATTE

Puede ocurrirque

Cal ambos sean infantiles

b ambos seanfactibles Si x es futbol en pl Ex es factibleen

Entonces ZGZ ZHI teoremadébilPortanto 22 6 zo esdecir

ZGZ o Ambosproblemas seránóptimos y Zopto
























































































































Meg
Dados los problemas quesupondremos factibles

y probadque
a Si no es óptimo entonces el otrotambién
b Si son óptimos y Xe y son soluciones factibles dePC

yPC respectivamente entonces

a Escribamos los duales

A óptimo D1 óptimo 2 factible

Tr e t

min z(x) = ctx

sa: : Ax ¸ b
(P 1)

z (x) ¸ z (y) :

max z(y) = cty

sa: : Ay · b
(P 2)

(D2)
min Á (¼) = ¼tb

s:a: : ¼tA = ct

¼ ¸ 0
(D1)

max Á (¼) = ¼tb

s:a: : ¼tA = ct

¼ ¸ 0






















































































































lteoremafuerte

PD óptimo pues es factible
Razonaríanos de igual manera si suponemos B óptimo

b Probemos que si x óptima
en P1 e y óptima

en pl entonces ZE Z ZE
Si x óptima en a entonces existe E óptimaen D

tal que ZE E Etb
Si y óptima en C entonces existe

óptima en

tal que ZE P F FT
Dado que en los

dedos las soluciones factibles

son las mismas y en el D1
se maximiza la

misma función que en D se minimiza entonces

E Z PCE re Z E 27 I
Claro está que si x e y son factibles de P1

y a respectamente entonces

ZED E 275 2 7 g

Otro Consideremos el PPL

Min z G Cixi

S a a xat arXat t anXn b

O E Yi E bj j n
n bio

a Escribid el dual
b Si X es óptima probad que existe

un n real

tal que






















































































































T la
Miaja q FO

Fai q Xi bi

aniiiiiiiE
forma matricial

ar ar an

Y1 O 0

Hit

Llamemos it a la variable dual asociada a la primera
restricción igualdad y Mj a la

restricción xitbjyji.in
El dual sería Max ACT M T.bz É bi Hi

sa Taj q s q 1 1 n

Mi 20 pan n

b Si X es óptima el dual es óptimo y

portanto existe CIA óptima del

Denotemos por si
la variable de holgura en Kitty

5 1 n
y por ni la

variable de holgura dual

en Faith E G fi n

Aplicando el teorema de holgura

Tj Tj 0 fe n si pijo f1 n

Así si jess uy es tal que






















































































































1 Jaja q Tiro pues Eso I O

2 Taj G pico Si o Xabi
3 o a Xabi si Mi

taja q
E o

P

t

1 Escribamos el dual Llamemos ti Tm a las variables

duales que provienen de Axab y per pp a las que
provienende Xp 1 En p
Llamemos si Sm a las variables de holgura en Arb
y Snte Smtp a las de Xi E 1 fr p






















































































































Y Smee 1 s l l l

El sistema de restricciones podríamos reescribirlo

911 Gip Ain

ami ami

amaffff
ti

El
Así las cosas el dual del problema considerado es

ÉI Max d GN Ib EMi
sa AtAnt M A

pfff Aj y E G F P

TÍA E G ftp.yn
TIO ME0

Sean nj Ci HA M 53 P y

M Cj TAI f pte n las variablesde

holgura dales

El arena de holgura aplicado a este pardeproblemas
dice

qe x factible en C y IN en D son óptimas sii






















































































































T.CI o si e y m

2 Sea x factible en D y supongamosque
es óptima

Consideremos un cuadro óptimo para X

Ío
Em

i
Min ZE EX
si AYER

no autado Entonces

tu AV 0 no Además si x es factible básica

y Xm son sus variables básicas en
la forma canów

asociada XXI se tene que

FAV EP si Izo

PodemossupanerqevismaSHEJIHuesmlad.de

Que Itu sea un lado de P equivale a que el rango del
sistema de vectores formado por aquellos ti tales que

o o upo es su cardinalmenos 1

Esto es ni la forma canónica Axe I existe
una única

variable no básica digamos Xia tal que Va 0






















































































































y

xfin

IduanesasistemIisartas
Xmty Karl Kate Xn son O forman la recta

d It XW siendo we fair Amigo 0,1 0 9

Por tanto WN

APLICACIÓNDELLEMATETARA fuera
de concurso

Supongamos que el
lema deFarkas es cierto pero que

desconocemos losteoremas de dualidad El lema se

puedeprobarporotros
medios

Teorema Consideremos un P.pl en forma estándar

Min ZE Ctx p y
su dad Max a tb

sa HALE
sa.AE o

D es óptimo si y
sólo si existen 5 factibleen d ytfuctibleuptalesqe9G

ZC

E.EE
Supongamos primero que JEJE E ZE

Veamos que I es óptima en D






















































































































Veamos que 11 es optima
en 4

Sea Taalgier solución factible en
D

E ACE Ab Etb HAI Ex

Éi
ACT Z ACT fr factible esto es óptima

Supongamos ahora que D es óptimo

Así existe factibleen D que es óptima

Sea I Sj Aj Ci
Sepueden dardos casos

CASI I G
Eneste caso Aj L G fe n

Sea 850 ETA Cta Seco siendo el _DER

Además paracada TERM E Laso ATA ESE
Coltnecesariamente factbledal

Asípues Etat AC Ct_Se KITA E Ct

esdecir Eta es factible en D

Como I es óptima ACETATE E PCE
Entonces Hbo HERE pues Eso

Pero esto implica que boy portanto
5 0 es factible en C y d EGEO

CASI IFP
en el sistema Ai so EI no tiene

el



Si la tuviera digamos I XI también lo seria taso

Ytomando x suficientemente pequeño tendríamos que

LE sería factibleen D pues

si EI LIMITA TAI LÍA ECHO 9

y siga FAI ai a Seco para marks

Además para ese s existe xro tal que

LEA Ese

Así EXISTA TAI XIA eq zetxittic.ci
Entonces ALETI e d E pues T es óptima

Estiplica que Htb Eo y a su vez qe bso

Portanto el sistema TTA to EI y
no tene solución

bro
Aplicando el lema deFarkas
el sistema Gj ti

b

Tizo jej
tiene solución

Sea F EI ma de sus soluciones y definamos

FER xp
si EI

O en otrocaso

es factura P y

ZEFEGI.EE tAIXT EtEAII
Etb dCE


