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(Bn)n2N ⇢ B [1
n=1Bn 2 B

B �
Rk �

⌦ Rk

A �
(⌦,A) µ

A
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X : (⌦,A, µ) ! (Rk,B)
B 2 B µX(B) =

µ(X�1(B)) B
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ĺım
n!1

pn(A) = P0(A)

�
= 1

P0

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

n

PN
0

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Es Í IDECTASE
Consideremos un conjunto cualquiera 1 y una familia

QueremosmeditÉÉjiós A La
medidaqueutilizaremos es laprobabilidad

desubconjuntosde R A conlas siguientes
Pes una funciónreal deconjuntos

impiedades
ref PFFFFF tal te

2 Si AEATAEA
3 Si Bret ni A BnEA 2 SiAnet nit disjuntosdos a dos

entonces A Aa
Llamaremos a R A espaciomedible

y a la familiaA fálgebra

Pero no solode probabilidades vive el estadístico
A

ayotrasmedidasquenodana 2 probabilidad1 nisiquierafijaCentramos en elcasorealparailustrardosmedidasque
utilizaremos insistentemente LamedidadeLebesgueen IR
y la medida cardinalpara R's finitoso numerable
LamedidadeLebesgue en E IR es lamedida queasigna
a losintervalos su longitud ladenotaremos X
En 1 112 es lamedidaqueasigna a losrectángulos A
Suárea o
Laterna secompleta con la FálgebradeBond En IR
es la menorquecontiene a losintervalos β en R2 la
menorquecontiene a los rectángulos β Elteorema de
Dynkin nos permitirá generalizar resultadosqueprobemos a FÉ
para losrectángulos o intervalos a toda la Tálgebra

Si 1 122hablaremosdeárea Insistimos un pocomás

enestasituación para ilustrar lasclavesdelateoríade
la
TELE_medimos

un conjuntocualquiera en β
Eláreadelconjunto A delasfiguras adjuntas
podríaentenderse como el límite amedidaque la
cuadrícula sehacemásfina delasáreasdelos
cuadrados contenidos en A



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Otramedida que no es una probabilidad la
utilizaremos

a veces cuando 1 es finto numerable

Eneste caso utilizaremos la Tálgebra PER partesde R

esdecir la familiade todos los subconjuntos de 1

este era mean pa pa cananeo la
jjqtty.it

medidacardinal queasigna a cada conjunto AEPER

el nodeelementosquetiene Ladenotaremos como
Llamaremos a R PER espaciodiscreto

VARIABLESA.IETORIAS

Una función X R A IR BI es una
ariablealeatoria real enestecaso si

Bar CHEA EEEEEEEE
B WER XIE B

IndicadordeA

Sean An An una particiónde 1 estes
Anu VAN R y ARA si Hi
SG ÉXIIACW XIER i s m es una
variable aleatoriaque llamaremos SIMPLE

LTRIBUCIÓNDEONAVARABLEALEATORIA
Dada una v a X R A P UR B la distribuciónde

probabilidad de es una probabilidadinducida por en

IR β La denotaremos P y se define así P B P X B

para cada BE β



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 CONEXIÓN ENTRE LAS VARIABLES ALEATORIAS

t.name i iiEE.IEIIa
FEIFFER juas

2 DISCRETAS
R A P CRβ P

Asíen R β tenemosdosmedidas
siendo 2 a losumo numerable

P y la de Lebesgue Existeunarelaciónentre Asíen R β tenemosdosmedidas

ellas Pestádominadapor7 PLL P y la cardinal Existeunarelaciónentre
estoes siBEBtalpe B PXB 0 ellas Pestádominadapor Pkc
Sepuedeprobar teoremadeRadonNycodin que estoes siBEBtalpe B PXB 0
existe f funcióndedensidadde talque Sepuedeprobar teoremadeRadonNycodim que
PCB fladx integraldeLebesgue

existef funcióndedensidad deprobabilidadde

sea y n

te PCBFE.fm

Ik Integral Si 70 JXn.nlsimples 20 nodecreciente talque
w limXD wer Así di listexndPdP PCA si XIA AEA

YAP EXPA si EXIA Si ER XXIX XIX 20
mal AsifrxdP fxtdP fxdP.gg jn

mdelas

Sea X RA P R B P Si g IR β P R B entonces

Pordefinición P B P B
gdp g dp Thmedidaimagen

Encasode sea absolutamentecontinoncon Y si esdiscretaconfunciónde
funcióndedensidad f tendremos que probabilidad f tendremos

gdp gafasde fgd.pt Σgafe
Enestecaso A acabarásiendoPLY
fgdpt Z.ge PXx



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

n n

Engeneral dados raArPr y RaArPresp
medida

llamamosESPACIO PRODUCTO a 101aALAROPA
donde1101aes elproductocartesianoAnotaes
lamáspequeñaTálgebraque contienea losconjuntosde
laformaBixBaBEABREAy POR la
probabilidadqueaplicada a BixBanosdaRCBD.PLB

Otromododeobservar lamedidadeun conjuntoAAIR Agni
WEE EYEA

en IRes la siguiente

POR A B

IadProp f Lyda dPa l IR
1022

Esmás generalizando si f hola BOB IR β
esmedible entonces

ftpwsdRoPa r fy7friwa dPi dPa teorema de Fubini

Porotraparte P B P Pa1322 IgualocurreconPa
APryPrlasllamaremos probabilidadesmarginales



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

hours se
rsp.FI IEEII

IOS

También podemosconsiderarlas
probabilidaddedeterminadas variablesaleatorias key densidadesde P fx y P f
realesdefinidasen el espaciodemedida RA P lasmarginales

Y R A P R PPEP 741127114dg
Llamemos f a la funcióndedensidaddePEPY f 4 irte dx
respecto a lamedidadeLebesgue densidadconjunta
gualmente sean fx y fy serán las densidades de ey Tambiénpodemos considerar

respectivamente Anteriormente escribíamos Dado AEβ fijadounvalor

PYOPCA f dPEP IANdPEPY la probabilidad PYLE
probabilidad deY condicionado

L dP dP fubini a que Xx
Sudensidades

fui II

XY será un vectoraleatorio 2 dimensional

De manera similar introducimos el conceptode vectoraleatorio
n dimensional

diremosqueAnyAr sonindependientes si

PLANA PCA PCA
Si XY RAP CR P

Diremosque eY son independientes si dadosB1Breβ

P Su WEB AGw YueBa

PAGEBr PUEDEBr
P EBI A YEB PCXEBD.PLEBa



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

FUNCIONDEDISTRIBUCIOSIX.IR
AP IR β va

Llamamos funciónde distribuíde a una

función F IR 0 1 tal te
FA P XEX PIXELa D

P XEX
1 Es no decreciente si XCX FA tal
2 Es continua porladerecha re

Eta a
F Fla

Ratas Xat 14 p
Puntosde discontinuidad Apellos con probabilidad
positiva Son una cantidadnumerable
Si es absolutamentecontinua Fortuna

3 Es EH 0 líate 1

4 Yabsolutamentecortina Fkf
5 Fi Fi PE pk



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

PX

f
P (X 2 A) =

R
A
f(x) dx A 2 B

#
(xn)n #

xn P (X = xn)

N(0, 1)
B(5, 0.5)

X : (⌦,A, P ) ! (R,B) E[X] =
R
X dPR

x dPX PX f

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

unitiiiiiiiiiiimirMi.PT HrAMYEIEEM
fgdPXfgoXdP

si qu la quoidedenadad.EE SifXPROPEnE EfEa IIIISi esdiscreta ECXKZXnPCX

xnl.ieiE i
si
ELYX momentodeorden 1 Esperanzacondicional

EEi E.EE mamtmammmx.a
llamamosfunción generatrizde P una función real devariablereal g R R

Avecespuedequenoestébiendefinida pues
a la función y E E A paraciertos valoresde t la esperanza EE node

seainfinita
Enelcaso absolutamentecontinuo si f es la Comovemos cuandoestádefinida en un
densidad de P

y e etxfeldy entornode0 da y caracteriza la
distribución

En elcasodiscreto get etPAX YΔ
Supongamosque gE ELE IEOREMA seanxeyvv.ua en ElAP a valores

está
115,830 Entonces en IRB Supongamosque existen Alt y 9 t

arando 171 5 paraalgún530

E Canada msn.no 9117 9 t paraAKS Fx Fs X

3 g f E E EH 1H25

YEt.LY

iia Ei aSeano Itah Tenemosqe YI o sixto
seaar siHisar 11 el Entonces entrasgyCHALL
E11 EUXIY.Igixiea.ltE 1 1 Isixisar

Efe Ella EfetYarte et Ig xparg artEfe
pres ELE o paralost's considerados CEE A etg bt



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

sea unavia X RAÍÉTTES talque Consideremosunavariablealeatoria
degenerada estoes para uncierto nºPUB n p Sabemos que puedetomarlos real a Pat 1 PXfa 0

valores 0,1 n yPCE G pK n p
Calculemos la función generatrizdemomentosde

DadoER 94 EE eta.PLa

etaDadoteiRgxH E EX EgetkPX K

E.et f pAPI EsE f E G 7
pettCrp

tinta a iii i

y PEKE eyak encanta
Siter 914 5 E EE
eIEeY EetEetetel

E 1 x

Así EA 94101 7 91 4 1etet 1

4 84101 7 12 917 7tete

Así var 1 4 1 1
tetretekete

A



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

-4 -2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

N(0,1)

y

-20 -10 0 10 20
0.

00
0.

05
0.

10
0.

15

Féjer-de la Vallée-Poussin

F

-1 0 1 2 3 4 5 6

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

0.
30

B(5,0.5)

y

R
xf(x) dxP

n
xnP (X = xn)

µ
µ1

µ k 2 N
µk = E[Xk]
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P
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xk

n
P (X = xn)

µk

�2

var[X] = E[(x�µ)2] = µ2�µ2
1

E[a+ bX] = a+ bE[X], var[a+ bX] = b2var[X]

(X � µ)/� X

�1 =
E[(X � µ)3]

�3
, �2 =

E[(X � µ)4]

�4

P Y |X

x
E(Y |X)

PX R F R [0, 1]
x P (X  x)

x1 < x2 F (x1)  F (x2) {X  x1} ⇢
{X  x2}
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ĺımx!a,x>a F (x) = F (a)
\n2N{a < X  a + 1/n} = ;

R
F R P (X = a) = 0

ĺımx!�1 F (x) = 0 ĺımx!1 F (x) = 1

PX f F 0 = f

F1 F2
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X : (⌦,A, P ) ! R PX

t 2 R g(t) = E[ tX ] PX

h

g(t) =

Z
txf(x) dx, g(t) =

X

n

txnP (X = xn)

g(t) R
t

g

y =
1X

k=0

yk

k!
, 8y 2 R

g |t| < �
� > 0

g(t) =

Z 1X

k=0

(tx)k

k!
dPX =

1X

k=0

tk

k!

Z
xk dPX =

1X

k=0

µk

tk

k!

µk = g(k)(0)

gX |t| < �

X a+bX
gX

ga+bX(t) =
atgX(bt)

X : (⌦,A, P ) ! R
PX t 2 R 'X(t) = E[ itX ] 2 C

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

'X(t) =

Z
itx dPX

=

Z
cos tx dPX + i

Z
sen tx dPX

=

Z
itxf(x) dx

PX f

t 2 R

|'X(t)|  1 t t = 0
cos2 y + sen2 y = 1

'X(�t) = 'X(t)
cos y sen y

a, b 2 R b 6= 0 'a+bX(t) = iat'X(bt)

'X t

N(0, 1) B(5, 0.5)

µn n k  n

µk =
'(k)
X
(0)

ik

'X o(1)
t t ! 0

µn

'X(t) =
nX

k=0

'(k)
X
(0)

tk

k!
+ tno(1)

n n

Atáramos
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'X PX

X : (⌦,A, P ) ! R F a + h a � h
(h > 0) P (X = a+ h) = P (X = a� h) = 0

F (a+ h)� F (a� h) = ĺım
T!1

1

⇡

Z
T

�T

sen(ht)

t
ita'X(t) dt

['X ⌘ 'Y ] , [PX = P Y ]

'X PX

f(x) =
1

2⇡

Z
�itx'X(t) dt
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gX(t) |t| < �
g̃ {z 2 C : |z| < �}

'(t) =
1X

k=0

g(k)
X

(0)
(it)k

k!
= g̃X(it)

X : (⌦,A, P ) ! Rk

X1, . . . , Xk X

P (X 2 A, Y 2 B) =

Z

A⇥B

f(x, y) dxy =

Z

A

✓Z

B

f(x, y) dy

◆
dx

X Y
f(x, y) = f1(x)f2(y)

X, Y : (⌦,A, P ) ! R
fX fY

X + Y

fX+Y (u) =

Z
fX(u� v)fY (v) dv

B 2 B (u, v) =
(x+ y, y) g(u, v) = (u� v, v) Jg = 1

P (X + Y 2 B) = P (X + Y 2 B, Y 2 R)

=

Z

g(B⇥R)
fX(u� v)fY (v) duv

=

Z

B

✓Z

R
fX(u� v)fY (v) dv
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du
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Y > 0 XY

fXY (u) =

Z

R+

fX(u/v)fY (v)v
�1 dx

g(u, v) = (u/v, v)
Jg = v�1

Y > 0 X/Y

fX/Y (u) =

Z

R+

fX(uv)fY (v)v dx

g(u, v) = (uv, v) Jg = v

� ·X
f�X(u) = |�|�1fX(u/�)

X > 0
p
X

fp
X
(u) = 2ufX(u

2)

X

f X (u) =
1

u
fX(log u)I(0,1)

Xi

Xj (Xi, Xj)

�ij = E[XiXj]

�i�j

�0, �1 2 R Xj = �0 + �1Xi

⇢ij =
�ij

�i�j
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= �ii

⌃
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t 2 Rk

g(t) = E[ t
0
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kX
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tkxk
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Xi Xj

�ij =
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� a �a
a 2 R P (X = a) = 1

a gX(t) = at

'X(t) = cos at+ i sen at a = 0 'X ⌘ 1
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0 � 1
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'X(t) = (1� p+ p it)n, gX(t) = (1� p+ p t)n

'X
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µ = np, �2 = np(1� p)
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ai11 · · · aik
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j=1 pj = 1 n 2 N (X1, . . . , Xk)0 :

(⌦,A, P ) ! Rk M(n; p1, . . . , pk)
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i1! . . . ik!
pi11 · · · pik

k
, i1, . . . ik � 0,

kX

j=1

ij = n

pk = 1�
P

k�1
j=1 pj Xk = n�

P
k�1
j=1 Xj Xn

k� 1
k�1 k = 2 B(n, p1)

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

g(X1,...,Xk�1)(t1, . . . , tk�1) =
X

i1,...,ik�1n

P
j tjij

n!

i1! . . . ik�1!(n�
P

j
ij)!

pi11 · · · pik�1

k�1 p
n�

P
j ij

k

=
X

i1+...+ik=n

n!

i1! . . . ik!

k�1Y

j=1

�
pj

tj
�ij ·

 
1�

k�1X

j=1

pj

!ik

=

 
1�

k�1X

j=1

pj +
k�1X

j=1

pj
tj

!n

E[Xj] = npj
var[Xj] = npj(1� pj) cov[Xj, Xj0 ] = �npjpj0

X ⇠ P(�) � > 0

P (X = k) = ��
�k

k!
, k = 1, 2, . . .
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EntrassnEXINTETC
Demostración Si kilt es la función característicade

Xi 5 1 r al ser lasXY independientes la función
característicade Su Cult es ftp.ctl quees
TÍÉptri yt.EE qe es la función

característica de una variable con distribución P ÉI β
Como la función característica caracteriza a la distribución

Su METIA c a D

Demostrémoslo deotra forma n21

CAPI EMIR B R.pl
Cita g XV2 donde 4,4 gXixe Cita 2

Así g1141,42 Y Ya Ya J tite 1 1

La función de densidad conjunta de 1 1,4 es

Ay t.in fxm d Jgital fyfatalfyfe
Ahora calculamos la densidadmarginal deYr y

tendremos lade
Dado que X1X2 HA ME o o

SeaYe Ho

fue a patata él Epi et dy
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�!1
f(t,�) = 1

'(X��)/
p
�
(t) = exp{�t2/2 · f(t,�)} �!

�!1
�t

2
/2

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0 5 10 15 20

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Poisson(2)

5 10 15 20 25 30 35

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Poisson(20)

P(�) � = 1 � = 20

B(n, p)

P(�)

N(µ, �)

�
=

n
p

(µ
,�

)
=

(�
, p

�
)

(µ,�) = (np,
p

np(1 � p))

µ
�2

p
n(Xn � µ) N(0, �) �

�̂n

Hn =
p
n(Tn�⌫)

d�! N(0, ✓) g
g0(⌫) 6= 0 g

⌫ (⌫n) n 2 N

g(Tn) = g(⌫) + g0(⌫n)(Tn � ⌫), |⌫n � ⌫|  |Tn � ⌫|

(Tn�⌫) = n�1/2Hn

⌫n
P�! ⌫ g0

g0(⌫n) g0(⌫)

n n



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

p
n[g(Tn)� g(⌫n)] =

p
ng0(⌫n)(Tn � ⌫)

d�! N(0, g0(⌫)✓)

g g0(⌫) = ✓�1
p
n[g(Tn) � g(⌫)]

N(0, 1) (Xn)n N(µ, �)
p
n(�̂2

n
� �2)

d�! N(0,
p
2�4) g = (log x)/

p
2

r
n

2
(log s2

n
� log �2)

d�! N(0, 1)

(Xk)k

(µk)k (�2
k
)k Sn =

P
n

k=1 Xk c2
n
= var[Sn]

n 2 N
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ĺım
n!1

1

c2
n

nX

k=1

E
⇥
(Xnk � µnk)

2I{|Xnk�µnk|>"cn}
⇤
= 0

(Zn)n
(!n)n !n = (!n1, . . . ,!nn)0 2 Rn

k!nk2 =
P

n

k=1 !
2
nk

= 1 n 2 Rn 1  k  n Xnk = !nkZk

cn =
P

n

k=1 !
2
nk

= 1
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