™MODELOS TE REDES
DEFINICIONES

e Habitualmente la representaremos asi:

® Unared es un par (N, G) donde N es un conjunto , _

finito cualquiera y G es un subconjunto del producto 3‘ A’ 5 1, Z/ 5 & (\ %
cartesiano NxN.

® A los elementos de N los [lamaremos NOPOS y a los S g ('1'2] / (2 7> / (Z/?’) ,@/4 ) s
de G, ARCOS

O— 52D
o REP NO PIRIGIPA : Si no distinguimos entre los arcos
(i.j) v (j.i), cualesquiera que sean los nodos “i”y “j” en N, @

diremos que la red es No PIRIGIDA. En otro caso, la

llamaremos PIRIGIDA.
CAMINOS
o ® En una red dirigida, un camino desde el nodo “i” al

¢ En una red no dirigida, un camino desde el nodo “i” al nodo “j” es una sucesion finita de arcos tal que el
nodo “j” es una sucesion finita de arcos, primero contiene al nodo “i’, el Gltimo al nodo “j*, todos

(L/ j«) ) @4 J2), - CJf ) los nodos que aparecen soh d}sflnfos: y_cada arco tiene

un nodo en comin con el siguiente. Si dichos arcos son

donde todos los nodos que aparecen son distintos. recorridos en el sentido que indica su flecha, el camino

diremos que es dirigido.
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e En general, dos nodos se diran conectados si existe un

camino de uno a ofro.
e Llamaremos ciclo a un camino formado por al menos dos
arcos distintos, que conecta un nodo consigo mismo.

o Llamaremos subred de (N, G) a una red (M, A,
donde M es un subconjunto cualquiera de Ny A es el
subconjunto de arcos de G que unen nodos de M (la
interseccion de MxM vy 6).

Diremos que la red es valorada si cada arco (i,j) tiene
asociado un nimero real ¢; > 0.



PROBLEMA 1: ARBOL DE EXTENSION PE EXPANSION MINIMA.

e Supondremos que N tiene n nodos y que cada uno de ellos _
esta conectado consigo mismo. Sin embargo, dichos arcos

ho los tendremos en cuenta para contabilizar el nimero de

arcos de una subred de (N,6). e Diremos que la subred (N,A) , siendo A
e Diremos que una subred (M,A) de (N,G) es conexa si todos subconjunto de G, es un arbol de expansion para
los nodos de M estan conectados por arcos de A. Asi, (N,G) es (N,G), sies conexay el cardinal de A es n-1.

una red conexa si fodos sus nodos estan conectados.
e Diremos que (M,A) es una componente conexa si es conexa

y no esta contenida estrictamente en otra subred también
conexa.

PROPOSICION 1. Si (N,G) es una red conexa, entonces card(¢) >eard(N)-1.

Supongamos que card (N) = n. En la demostracion vamos Sean ahora, Np=Cigeen , -, i 2, 108 nodos que
a renombrar sucesivamente los nodos y contabilizar  ¢stan unidos a nodos de Ny y Aoy ., B,

los arcos. ) ) o losarcos correspondientes .
Tomewmos un modo cvalquiera. Renombreémoslo como 14,

Consideremos todos los nodos que estan unidosa A4, Repitiendo este argumento, llegaremos a que existe r tal
Sean Ni#{i, , iy , ... i, > dichos nodos y que N =i UN40...UNr, Ademas, el cardinal del conjunto
As=a,, a,, ... a, 3, los arcos correspondientes. de arcos A= AUA7V... A~ es n-l.

Por otra parte, ni que decir tiene que la subred (N,A) es
conexa.

PROPOSICION 2. Si (N,G) es una red conexa y card(G) > card(N) - 1, entonces (N,6) contiene al menos un ciclo.

Usando Seani, Ni, .., Nr , Ay, ... Ac , como en la proposicion anterior (A={a,, ...., a,.} < ). Sabemos que
existe al menos otro arco mas en 6, digamos ay= (i,j), i,j en N.

Vamos a construir un camino de i a j con arcos de A que, junto al arco a,, formara un ciclo en la red (N,G).

Supongamos que el nodo i esta en Ni; y que el nodo j esta Ny;. Por la construccion utilizada en la posicion 1,
tanto el nodo i como el nodo j estan conectados con el nodo is. Si esos caminos no coinciden en ningun

nodo antes de llegar a iy, los usaremos para encontrar un camino desde i hasta j. Asi que el camino
encontrado pasaria por i, Pero es posible que coincidan en otro nodo anterior. Si [lamamos i, al primer nodo

en que ocurre eso, el camino que construiremos llegara desde i hasta i, y de ahi, continvaremos hasta j.
Pe este modo, el camino encontrado no repetira arcos.

© Oy
COROLARIO 1 Un arbol no contiene ciclos. O\O/_D_/_@



Estudiaremos dos algoritmos, el de PRIM y el de KRUSKAL. En el Gltimo usaremos el concepto de conexion

introducido mas arriba. Empezaremos con éste.

ALGORITMO PE KRUSKAL

Partimos de un conjunto vacio de arcos, A, al que iremos agregando arcos sequn avance el algoritmo.
Como paso 0, ordenamos los arcos seqin su longitud, de menor a mayor: Sean &, 04, .--, AAs, los arcos

renombrados y ¢, ..., ¢s, sus longitudes.

Comenzando por el mas corto y siguiendo ese orden establecido, en cada paso se analiza un arco distinto y se
calculan las componentes conexas de la red (NA). Si el arco analizado une nodos de distintas componentes

conexas, se mete en A. En caso contrario, no.

PROPOSICION 3. El algoritmo funciona.

Supongamos que ho; concretamente, supongamos que
hasta el paso k-1 (en el que se analiza el arco ag.), el
cohjunto A esta contenido en algun arbol de extension
minima, digamos A,, a,une nodos de dos componentes

conexas distintas y, sin embargo, Avia,\ no esta contenido

en ningln arbol de extension minima.

Podemos representar la situacion del
siguiente modo:

Para concluir la demostracion, comparemos la
extension del nuevo arbol encontrado con la de As.
La extension de Ao es la de Ao mas e,-¢,. Pero el arco
a, ain no ha sido analizado por el algoritmo pues
une nodos que estan en distintas componentes
conexas. Por tanto, ¢, 3 c.

Pado que As es un arbol, existe un camino formado por
arcos de A que van desde el nodo i hasta el nodo j (en
rojo en el dibujo). Pado que los nodos i y j estan en
componentes conexas distintas, tiene que haber un
arco de ese camino que salga de la componente conexa
en la que esta el nodo i. En el dibujo lo [lamamos a..
Notemos que si a este camino, le anadimos el arco ay,
tendremos un ciclo en la red (N,6).

Pefinamos un nuevo conjunto de arcos:

A= (An{adi)u{ad

Pemostremos que la red (N, A,) es un arbol. Para ello
basta con probar que es conexa. Seaniy j dos nodos
cvalesquiera de N. Existe un camino formado por arcos
de A, que conecta dichos nodos. Si ese camino no
contfiene al arco a, , ese mismo camino estara en A,.

En caso contrario, no podriamos vtilizar el arco
a;, pero podriamos unir los nodos u y v usando el
resto del ciclo mencionado anteriormente. Pe esta
manera construiriamos un camino que va desde el
nodo i al nodo j, probando pues que esta nveva red
es conexa.

Si esos dos nimeros fueran iguales, entonces
tendriamos un nuevo arbol de extension minima, lo
cual es una contradiccion, pues, Ao D Aujax) y
este Ultimo no esta contenido en ningin arbol de
extension minima. Y si fueran distintos entonces
llegamos a otra contradiccion pues A, no seria arbol
de extension minima.



ALGOKITMO VE PKIM (Robert Clay Prim, 1957) Uarnicks, checo, 1930)

Durante el algoritmo iremos renombrando nodos y @

arcos de la red original (N,6). Partimos de un conjunto @

M de nodos y un conjunto de arcos A, ambos vacios. M @
Paso 0. Consideremos un nodo cvalquiera, i,. Lo @

metemos en M. Ax

Paso k. Pe todos los arcos que unen nodos de N\M con

nodos de M, seleccionamos el mas corto. Si hay O ‘

varios, cogemos uho cvalquiera. Llamamos a, a dicho N \ /"L ®
arco y lo metemos en A. Al nodo de N\M en el que

incide ese arco, lo Ilamamos iy y lo metemos en M. O

El algoritmo terminara en n-1 pasos, siendo n el
cardinal de N.

PROPOSICION 4. El algoritmo funciona.

Supongamos que el algoritmo no funciona. Entonces
existe un nimero natural k tal que hasta el paso k-1

toda va bien, esto es, el conjunto A esta contenido en @
algun arbol de extension minima, digamos A,, pero M

AV{ax} no esta contenido en ningin arbol de extension
minima. Sequn el algoritmo, el arco a, une los nodos iy
e iwg. Pado que A, es un arbol, estos dos nodos deben
estar unidos por un camino de arcos en A,. En dicho
camino, habra algin arco que va desde M a N\M. Sea
a, uno de esos arcos. Puesto que el algoritmo elige el Q .

arco mas corto que va desde M a N\M, ¢t > ck. N\}’t @
Pefinamos un nuevo conjunto de arcos:

Ao (A o) u{ad

A partir de aqui, la demostracion es idéntica a |a del
algoritmo anterior.










PROBLEMA 2: CAMINO MAS CORTO.

Para este problema consideraremos una red (N,6) dirigida, con
n nodos. Cada arco a; de G, tendra asociado un nimero real no
negativo ¢ que sera |a medida de dicho arco. Ese nimero puede
representar la distancia entre los dos nodos que conecta. El
problema que nos planteamos es el de encontrar el camino
mas corto entre dos nodos dados de la red.

El nimero ¢; también podria representar el tiempo minimo que
se tarda en recorrer la distancia que hay enfre los nodos que
conecta el arco aj. En ese caso, hablariamos del problema de
encontrar el camino mas rapido.

Estudiaremos dos algoritmos, el de Dijkstra y el de Floyd.

ALGORITMO PE PNKSTRA

El algoritmo calcula el camino mas corto que va desde un nodo
cualquiera que denotaremos ij hacia cualquier ofro nodo de la
red.

El algoritmo ira renombrando el resto de los nodos, i,, is, ..., hasta
llegar ai,.

En el paso k-ésimo se calcula, para cada nodo i de N no
renombrado, un nimero que denotaremos por E; y llamaremos
etiqueta temporal del nodo i en el paso k. En ese calculo
interviene la etiqueta del paso anterior. A medida que avanza el
algoritmo, algunas de esas etiquetas se haran permanentes.
Concretamente, la etiqueta temporal del nodo i, E, calculada al
comienzo de este paso (k+1)-ésimo, se hace permanente. Al
terminar el algoritmo, este nimero sera la medida del camino
mas corto que, empezando en el nodo i;, acaba en dicho nodo.

Paso k. Al comienzo de este paso, ya son permanentes las
siguientes etiquetas: E, ..., E... Calculemos la etiqueta temporal
E; del nodo i en este paso:

. . . . K . K-1 o
-Si existe el arco (ix4, i) en G, entonces: E; = wm{ B, Bt Cia

. . . . K -
-8i no existe el arco (i, i) en 6, entonces: €; = €; '

Finalmente, seleccionavros el nodo que tiene la menor de las
etiquetas temporales E; . Renombrados ese nodo como ixy su
etiqueta la hacemos permanente. La denotaremos asi: E,,.

Ejemplo:

Paso 1. Seleccionamos el nodo i, Le'
asignamos la etiqueta, ya
permanente, E=0.

Paso 2. Si i es un nodo tal que existe
el arco (i,,i) en G, le asignamos su
etiqueta temporal Ei del siguiente
modo: E= ¢i., la distancia desde i,

ai.
(i, i)

@T@
Si no existe el arco (ij, i) en G,
entonces E; sera infinito.
Finalmente, seleccionamos el nodo
que tiene la menor de las etiquetas
temporales E; . Renombramos ese
nodo como i, y su etiqueta la
hacemos permanente. La
denotaremos asi: E;.




A continvacion veamos que el algoritmo funciona. Necesitamos probar un par de proposiciones antes.

PROPOSICION 5. La etiqueta permanente del nodo i, es menor o igual que la del nodo i, k=1, ... , n-1

E..se define como el minimo de las etiquetas del paso k, E: . Entre ellas esta E..., que acabara siendo la
etiqueta permanente E._,. Por otra parte, esta etiqueta sera la menor de las etiquetas temporales
del paso k+1. Esa etiqueta E__, coincidird con E.. 0 con E, * cu.tw., En cualquier caso, por tanto, sera
un nimero mayor o igual que E...

PROPOSICION 6. La etiqueta temporal del nodo i en el paso k es la medida del camino mas corto desde
i, hasta dicho nodo, en la subred de (N,G) compuesta por los nodos iy, ... , i, i, cualquiera que sea i
distinto de los nodos i, ... , ix,.

Realicemos esta demostracion por induccion sobre k. La tesis es
evidentemente cierta si k=1 y también para k=2 (comprobadlo).
Supongamos que el resultado es cierto hasta k-1. Probémoslo
parak:

Asi, por hipotesis de induccion, la etiqueta temporal del nodo i
en el paso k-1, Ei", es la medida del camino mas corto para ir
desde iy hasta i en la subred formada por los nodos iy, ... , ix.,.i.
La tesis que hemos de probar es |a del enunciado de la
proposicion. Fijémonos que en |a subred de este enunciado
aparece uh nhodo nuevo respecto a los que hay en la red bajo la
hipdtesis de induecion: el nodo iy.,. Por tanto, para encontrar el
camino mas corto ahora, tendremos que analizar los caminos
que van de i, a i pasando por dicho nodo, si es que los hay.

Esos caminos pueden ser de dos tipos:

l: (Reden orico “‘\ J

- S L) | "/ e
) ~—> @ 0 €}

El camino mas corto del tipo 1 que se podria construir mediria Ei,* C i Y el mas corto de tipo 2
mediria al menos E,,. Ambas situaciones se tienen en cuenta en el calculo de E} .

PROPOSICION 7 La etiqueta permanente del nodo i es la medida del camino mas corto desde iy hasta
dicho nodo.



Esta demostracion la haremos también por induccion sobre k, empezando con i, y terminandoeni, .
La proposicion anterior aplicada en el paso n-1 nos demuestra ésta para el caso i,. Supongamos que
la tesis de esta proposicion es cierta hasta iy, y probémosla para iy . Usando huevamente la
anterior proposicion, la etiqueta permanente del nodo i;es la medida del camino mas corto que une el
nodo i, con ixen la subred formada por los nodos i, ..., ix. Al anadir a esta subred el resto de nodos,
los caminos que unen esos dos nodos en toda la red (N 0) pasaran hecesariamente por algunos de esos
nodos anadidos y, por tanto, dichos caminos mediran al menos E* (aplicando la proposicion %), c.q.d..

ALGORITMO DE FLOYD
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PROBLEMA 3: FLUJO MAXIMO.

Para plantear este problema usaremos una red dirigida (N,G) con las siquientes propiedades:

a) Existe un nodo del que sélo salen arcos; lo [lamaremos F (fuente). (Esto significa que no existe ningin
arco de la forma (i,F) en G).

b) Existe un nodo al que sélo llegan arcos; lo Ilamaremos P (pozo).

¢) Cada arco (i,j) en G tendra asociado un nimero real no negativo C;; .

Cada arco en la red (N,G) representa una tuberia (acequia, ..) por el que puede circular agua (gas, petréleo,
..). La capacidad (volumen de agua por unidad de tiempo = flujo) de un arco es el nimero real mencionado
anteriormente. El problema consiste en caleular el flujo maximo de agua que puede ser enviado desde la
fuente al pozo a través de la red (N,G).

Ejemplo
Una solucion factible X para este problema .
determinara el flujo de agua que se enviara por cada Max Ck’(ﬂ = (FZ%)(FJ
arco; por tanto, para cada arco (i,j), Xi; serd un VieG
numero real no negativo, acotado por la capacidad S
del arco. Supondremos que todo el agua que sale de la E %"-K = Z %KS
fuente llega al pozo. Esa cantidad seria el flujo LREG K)EG

asociado a |a solucion X. Para que se cumpla esa
condicion es necesario y suficiente que todo el flujo de
agua que entra a un nodo coincida con el que sale de
él.

S KeN\ERY
0 < Xij < &, LGNEG

El problema que habra que resolver sera el donde f{’(X) @ d ?ﬂo‘,o asocde 2.
siguiente:

Se frata, efectivamente, de un problema de programacion lineal que podriamos resolver usando el
algoritmo del Simplex. Aqui lo vamos a resolver usando otro algoritmo:

ALGORITMO PE FORP-FULKERSON

Para iniciar el algoritmo necesitamos una solucion factible X. Si no se tiene ofra, podemos
comenzar con X=0, que es evidentemente factible. En cada paso del algoritmo se mejora la
solucion obtenida en el paso anterior mediante la creacion de un camino que va de la fuente al
pozo. Utilizaremos dos tipos de caminos:

a) Caminos cuyos arcos son recorridos en el sentido de su flecha (diremos ‘hacia adelante’)
(‘Caminos Pirigidos’).

b) Caminos que pueden incluir arcos recorridos ‘hacia atras’, (‘Caminos No dirigidos’)

Ejemplos usando la red anterior:



Did{{\olm

® —O — EO— () ——
No dingido

Pescribamos las reglas que se han de cumplir para poder usar esos caminos.

Supongamos que estamos en un paso cvalquiera del algoritmo. Como mencioné antes,
dispondremos de una solucion factible X. Atendiendo a esta solucion, se podran definir los
caminos mencionados anteriormente:

(i) Un areco (i,j) podra ser recorrido hacia adelante y, por tanto, pertenecer a un camino dirigido o
no, si X; < Cij.
(ii) Un arco (i,j) podra ser recorrido hacia atras y, por tanto, pertenecer a un camino no dirigido,
si X-L-> 0.

)

El algoritmo termina cuando no pueda encontrar un camino de la fuente al pozo en las
condiciones dadas.

PROPOSICION 1. Consideremos una solucion factible X. El flujo que sale de la fuente coincide con el
flujo que llega al pozo.

&_m%

s+ F,P
*)= >(F' !
() (Zf,i)ce J = Xes @

: s edh au
Z)ZLK = Z)ZKS S KQM\SB?'? Mijﬁit Jé& Q?Jl—e/A‘\
GLREG KHEG T K5 o 2 A & le
dovecha e b=c. Por

Sowewog [kt oplg ecmeninel fo/ Lads | & quilsn
s+ P

Xes
) T ST X w7 2k s @ TED

K4FP GMEC (GileG KtEP ()EG e =S . @ aualag



PEFINICION (Corte). En la red (N,6), llamaremos ‘corte V” a una particion del conjunto de nodos
formada por dos subconjuntos, V y su complementario, tal que la fuente esta en Vy el pozo en el
complementario. Llamaremos capacidad del corte V a la suma de las capacidades de los arcos que
salen de Vy llegan a su complementario.

\[:&Fl 1’ L/EIS} \(C"Elllér‘llg’q,‘)ll
Cap(V) = Cqe v Coa v Gur Gut Gg# (¢ + (32 = BY

PROPOSICION 2. Consideremos una solucion factible X y un corte V. El flujo asociado a la solucion X es
menor o igual que la capacidad del corte V.

Esta demostracion es similar a la de |a proposicion 1.

Q_m S(L En lugar de sumar todas las ecuaciones de
equilibrio, solo lo haremos con aquellas en las
quekeV.

$6)= 2 X
(6i)eG
> ik = > X S KREN§ERY
WREG ®))EG

cseV, OsFP
@ er @
ey T ST Xy e g Sk T e led

4P LHEG (Gilee K¥F? ®EG Pam K5 o 2 A &l
KGV KGV dorecha '?a(z\ G=c. Po
Lats |, e antlan

GE)+ 2 S = 2 Xyl 2

KiF GREG ieG K¥F (G @/\% C“Q/v @

kev gV 34V kev Y

% - 3
(V)]



P(x) < P =¥ & 2 S - op(V)

. ®5)eG
ke EG ke\ -
J§V J*V

COROLARIO (Criterio de Optimalidad). Consideremos una solucion factible X y un corte V tales que el
flujo de uno coincide con la capacidad del otro. Entonces, la solucion X es dptima y el corte es el de
capacidad minima.

La demostracion se deja al lector.

En 220l irtwes
denstzudo ley causios
dede & a2 B e
(‘Ov-\-JeLU—\ Jas  condig=ves

daday

PARTIMOS & (o &uale X=0, 460=0

Pass L

E—O—A—A—-6—0—"0O

2= wln Z{Ci,i - )(Lj, si (i,j) en el camino y recorrido hacia adelan’re}

a4=40
)<_3' = )(;_l' + & & (y))e Civo
)(LI' = X 5 (L))4d Ao

Tass 2

® —O~— =D DO

Cq - )(l'._]/ si (i,j) en el camino y recorrido hacia adelante

r
A= w(
a::l )(LJ si(i,j) en el camino y recorrido hacia atras
/)

X=X o e coe i)

e Kime % e owin (58
Cb;/t} >(‘£f = 5((\ 5 Cl-:,')¢ QLo






GEIOEIGEVD

O«:/1

b=1¢40

C’orrt‘.
\/;;F/b/q/glz){/g/qg \/C: jgr’l/FS

CO\A?QJB; i CL\ = CSG'\— CS;{ L C\('}_"“ C"’"‘]\:) =
CriEG
L€\\/ = M4 3418 = LO
Jene

Cour <X>Q<\: G (1) => X s é{«w.\‘

QA Solu dn az;tral



PROBLEMA 4. GESTION PE PROYECTOS.

Un proyecto es un conjunto ordenado de actividades (o trabajos), (A, <).
A <B <:laactividad A tiene que estar terminada antes de que empiece a ejecutarse la B. Diremos que A es
antecesoraab.

Cada actividad A tiene asociado un n° real positivo, 1, , que es el tiempo que dura la ejecucion de A. El primer
problema que trataremos sera el de encontrar el tiempo minimo para realizar el proyecto (sin otros
condicionamientos que los ya expuestos). Realizar el proyecto produce un gasto que no interviene en el caleulo
de ese tiempo minimo.

Luego, abordaremos el problema de reducir ese tiempo minimo de ejecucion del proyecto con un presupuesto de
gastos adicional. Ese presupuesto adicional se usara para acortar la duracion de algunas de las actividades.

METOPO PEL CAMINO CRITICO

Empezaremos creando una red dirigida (N,6) que represente al proyecto. Las actividades del mismo
formaran parte de G, pero es posible que haya que incluir algunos arcos adicionales que llamaremos ficticios.
La duracion de estas actividades ficticias sera de 0. Los nodos seran instantes en el tiempo y en la red
tendremos que hacer notar el orden establecido entre las distintas actividades. Asi,

A < B lo representaremos asi: QJL A +2) B @
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A<BC<B:

A<BCSBCSD:

Ve esta forma se puede crear una red (N,G), donde G esta formada por las actividades que
conforman el proyecto y las ficticias necesarias para establecer las preferencias, seqin se ha
explicado mas arriba. Ademas, crearemos un nodo inicial, tipo fuente, del que partan todas las
actividades que no tiene predecesoras, usando actividades ficticias, y también un nodo final, tipo
pozo, donde incidiras las actividades finales.

Los nodos representan instantes en el tiempo. Asi, el nodo inicial lo consideraremos el instante en
que se comienza a ejecutar el proyecto y el nodo final, su culminacion.

Lo vltimo que haremos para determinar la red sera darle nombre a los nodos. Lo haremos con
nimeros naturales de forma que si existe un arco que vaya desde el nodo i al nodo j, i sea menor que
j. Para consequir ese podemos sequir el siguiente proceso. A la fuente le damos el 1. Si la eliminamos
de la red, asi como los arcos que salen de ella, habra un nodo fuente en la subred resultante. Ese
sera el 2. Si quedasen varias fuentes, digamos r fuentes, asignariamos los nombres 2, 3, ..., r+1 de
cvalquier manera. Este proceso se sigue hasta llegar al pozo.



El algoritmo, por fin:

A cada nodo i, vamos a asignar dos nimeros reales (que denotaremos ETi y LTi), calculados del siguiente
modo:

El orden de ca'culo de los ET’s seran calculados sequn el orden natural:

ET1=0. Una vez calculados los k-1 primeros, ETk=max
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