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Experimentos con dos factores

Supongamos que estamos estudiando la posible influencia que dos factores (con 7y s
niveles respectivamente) pueden ejercer sobre una variable cuantitativa continua Y.

o La influencia de los dos factores puede solaparse de algiin modo, es decir ambos
factores pueden interactuar.

@ Puede ocurrir que los niveles de uno de los dos factores estén supeditados a los
del otro factor.

@ Tenemos por tanto dos posibles disposiciones de los dos factores, clasificacién
cruzada y jerarquizado o anidado.
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Experimentos con dos factores

Ejemplo 1

Nos interesa determinar si el tiempo de coagulacion (en minutos) del plasma sanguineo
presenta diferencias para 3 tratamientos y 2 concentraciones de adrenalina mezclada
con el plasma.

Para cada combinacién de tratamiento y concentracion de adrenalina, se tomaron 3
observaciones independientes.

Los resultados se encuentran en el archivo coagulacion.txt.

Se trata de un disefio de clasificacion cruzada

n Estadistica y Matematicas



Experimentos con dos factores

Ejemplo 1

La disposicion de los datos serfa:

Concentracion

1 2
11(9810.19.8 | 11.310.7 10.7

Tratamiento 2 | 9.28.69.2 | 10.310.7 10.2
3| 847.98.0 9.8 10.1 10.1
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Experimentos con dos factores

Ejemplo 2

Se estudia el grosor del remate de la superficie de piezas metdlicas elaboradas en 4
madquinas. En este experimento cada maquina es manejada por 3 operadores diferentes,
entre los cuales también estamos interesados en detectar diferencias; de cada uno de
los operarios se eligen dos piezas, registrandose el grosor del remate de cada una de
ellas.

A causa de la localizacion de las médquinas, se utilizaron distintos operarios para cada
una de ellas. Los datos aparecen en el archivo remate.dat.

Se trata de un disefio anidado o jerdrquico
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E 1mentos con dos factores

La disposicién de los datos serfa:

Maéquina Miquina 1 Miquina 2 Maéquina 3 Miquina 4
Obrero 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
79 | 94 | 46 || 92 | 85 | 76 || 88 | 53 | 46 || 36 | 40 | 62
62 | 74 | 57 || 99 | 79 | 68 || 75 | 56 | 57 || 53 | 56 | 47
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Dos factores clasificacion cruzada

@ Cada combinacién de un tratamiento del primer factor con un tratamiento del
segundo factor da lugar a una celda.

@ En cada una de las celdas se toma una muestra con una o varias unidades
experimentales en las que se mide la variable Y.

@ Si el nimero de observaciones es el mismo en todas las celdas, se dice que el
modelo es balanceado.

En el ejemplo 1 tenemos un modelo de clasificacién cruzada con 3 observaciones por
celda.

V.
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Dos factores clasificacion cruzada

Interaccion

@ Puede haber una interaccion de los factores en su posible influencia sobre Y.

@ Diremos que existe interaccion si el comportamiento de la variable Y en relacién
a un factor depende del tratamiento aplicado del otro factor. Podemos visualizar
graficamente la interaccion con el correspondiente grafico.

@ En caso de que no exista interaccion, diremos que el modelo es aditivo. En
modelos aditivos, la influencia de los dos factores sobre Y se produce de forma
separada.

Tenemos dos modelos matematicos para el disefio de dos factores de clasificacion cru-
zada: con interaccidn y sin interaccién o aditivo.
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Dos factores clasificacion cruzada

Modelo de dos factores sin interaccion

El modelo matemadtico de dos factores sin interaccion es el siguiente:

Yie = p+7i + 0 + i

donde
@ Yji: representa la observacion k de Y en la celda (i, ).
@ u: es la media poblacional de Y sin ninguna fuente de variabilidad presente.
o 7;: efecto que sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento i del primer
factor.
@ J;: efecto sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento j del segundo
factor.

€jjk: componente aleatoria en la medicién de Y;; (no observable y con media 0).
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Dos factores clasificacion cruzada

Modelo de dos factores sin interaccion

En este modelo se plantean los llamados contrastes de efectos principales:

Para el primer factor

HQZT]ZTzz"':Tr

H, : los efectos de los tratamientos no son iguales

Para el segundo factor

H0:51:(52:---:65

H, : los efectos de los tratamientos no son iguales
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Dos factores clasificacion cruzada

bla ANOVA

EV. el Suma de cuadrados MC. F
Lo = [9) (rsn—r—s+1)Q
LA r—1 04 = X sn¥?  — ran¥? 2 Fp=— T A
=1 r—1 (r — 1)Qy
s 7 1) (rsn—r—s+1)Q
Ft B s—1 0p = 3 m¥% — v 5 [ ik
=1 s—1 (s — DQ
r. s n _ s _ [0}
Eror | rn—r—s+1 | Q=3 > > Y3 — Savr — zmﬂj +rsn¥? — =0
i=1j=1k=1 " o= o rsn—r—s+1
y
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Dos factores clasificacion cruzada

Hipdtesis tedricas
Para utilizar este modelo hemos de asumir normalidad, homocedasticidad e indepen-
dencia en las observaciones, que se comprobard a través del andlisis de los residuos.

Comparaciones multiples

| A

Si aceptamos H,, habremos detectado diferencias entre los tratamientos en cuanto al
comportamiento de la variable Y. Para saber en qué tratamientos residen dichas dife-
rencias hay que aplicar un procedimiento de comparaciones multiples o comparaciones
dos a dos, es decir realizaremos de modo simultineo, todos los contrastes posibles

H()IT,':T/' Hozéi:(S_,-
Hy:7#7 Y Hy :0; # 6

5\
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Dos factores clasificacion cruzada

Modelo de dos factores con interaccion

El modelo matemético de dos factores con interaccion es el siguiente:

YUk:N+Ti+5j+(75)U+EUk

donde
@ Yji: representa la observacion k de Y en la celda (i, ).
@ u: es la media poblacional de Y sin ninguna fuente de variabilidad presente.

o 7;: efecto que sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento i del primer
factor.

@ J;: efecto sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento j del segundo
factor.

@ (79);: efecto que la interaccion entre el tratamiento i del primer factor y el
tratamiento j del segundo factor tienen sobre la media poblacional de Y.

@ ¢;: componente aleatoria en la medicion de Y (no observable y con media 0).

4
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Dos factores clasificacion cruzada

Modelo de dos factores con interaccion

En este modelo se plantea principalmente un contraste:

Hy : (19);; = 0 paratodo i,j
Hy : (70);; # 0 paraalgtn par i,j

o escrito de forma intuitiva

H, : No hay interaccién en el modelo

H, : Si hay interaccion en el modelo

Grados en Estadistica y Matematicas



Dos factores clasificacion cruzada

abla ANOVA

EV. gl Suma de Cuadrados M.C. F

~ ~ g . OaB rs(n — 1)Qup

2 2 2 2
Inter. (r—1)(s—1) Qpp=>_nY; —> sn¥i —3 Y5 +rsnY’ Fop=

iy U b (r—1)s—1) (r—1)(s—1)Qg
2 ) %
Error rs(n — 1) Q= X Yy — > ¥
i irj . rs(n — 1)
y
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Dos factores clasificacion cruzada

Modelo de dos factores con interaccion

Si en el contraste anterior se acepta Hy, entonces se pasa a trabajar con el modelo
aditivo (sin interaccién).
Si en el contraste anterior se acepta Hj, entonces:

@ Se contrastan los efectos principales como en el modelo aditivo. En este caso la
interpretacion intuitiva de estos contrastes es mds complicada.

@ Para cada nivel de un factor, se ajusta un modelo de Y frente al otro factor
(disefio completamente aleatorizado).
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Dos factores clasificacion cruzada

Ejemplo 3

En una fébrica se produce un determinado tipo de fibra textil. Se piensa que tanto el
telar como el proveedor de la seda puede tener influencia en la resistencia de la fibra.

Se disefia un experimento en el que se elaboran dos muestras fibra en cada uno de los
cuatro telares y utilizando seda de los tres proveedores de la fabrica.

Los datos de resistencia obtenidos se encuentran en el archivo fibra.dat.

Analizar la influencia que el telar y el proveedor pueden tener sobre sobre la resistencia
de la fibra producida.
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Disefio anidado o jerarquizado

Estamos estudiando la posible influencia que dos factores (con r y s niveles respecti-
vamente) pueden ejercer sobre una variable cuantitativa continua Y

@ Los dos factores no estan al mismo nivel y por tanto no no se pueden combinar
todos los niveles de un factor con todos los niveles del otro.

@ Los niveles de un factor estan supeditados a los del otro.

@ A éste tltimo se le conoce como factor principal, mientras que al primer nos
referiremos como factor anidado

@ Si el nimero de observaciones es el mismo en todos los niveles del factor
anidado, se dice que el modelo es balanceado.

n Estadistica y Matematicas



Disefio anidado o jerarquizado

Ejemplo 2

Se estudia el grosor del remate de la superficie de piezas metdlicas elaboradas en 4
madquinas. En este experimento cada maquina es manejada por 3 operadores diferentes,
entre los cuales también estamos interesados en detectar diferencias; de cada uno de
los operarios se eligen dos piezas, registrandose el grosor del remate de cada una de
ellas.

A causa de la localizacion de las médquinas, se utilizaron distintos operarios para cada
una de ellas. Los datos aparecen en el archivo remate.dat.

Se trata de un disefio anidado o jerarquizado
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Disefio anidado o jerarquizado

Ejemplo 2

La disposicién de los datos serfa:

Maéquina Miquina 1 Maéquina 2 Maéquina 3 Miquina 4
Obrero 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
79 | 94 | 46 || 92 | 85 | 76 || 88 | 53 | 46 || 36 | 40 | 62
62 | 74 | 57 || 99 | 79 | 68 || 75 | 56 | 57 || 53 | 56 | 47

Por tanto la mdquina seria el factor principal y el obrero seria el factor anidado.
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Disefio anidado o jerarquizado

Modelo para un disefio anidado

El modelo matematico para un disefio de dos factores anidados es el siguiente:

Y = p+ 7 + (76)5 + i

donde
@ Yj;: representa la observacion k de Y en la celda (i, ).
@ u: es la media poblacional de Y sin ninguna fuente de variabilidad presente.

o 7;: efecto que sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento i del factor
principal.

(70);: efecto que sobre la media poblacional de Y tiene el tratamiento j del factor
anidado, supeditado al tratamiento i del factor principal.

€jjx: componente aleatoria en la medicién de Y;; (no observable y con media 0).

Grados en Estadistica y Matematicas



Disefio anidado o jerarquizado

En este modelo se plantea inicialmente un contraste:

Hy: (70);y = -+ = (76);s paratodo i

H, : alguna de estas igualdades no es cierta

o escrito de forma intuitiva

H, : El factor anidado NO presenta influencia sobre Y

H, : El factor anidado SI presenta influencia sobre ¥
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Disefio anidado o jerarquizado

Si en el contraste anterior se acepta Hy, entonces se ajusta un modelo con Y frente al
factor principal (disefio completamente aleatorizado).

Si en el contraste anterior se acepta Hj, entonces:
@ Se contrastan los efectos principales del factor principal, es decir se contrasta
H:m=mn=---=71,

H, : los efectos de los tratamientos no son iguales

@ Para cada nivel del factor principal, se ajusta un modelo de Y frente al factor
anidado (disefio completamente aleatorizado)
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Disefio anidado o jerarquizado

abla ANOVA

EV. el Suma de Cuadrados M.C. F
- o Q rs(n — 1)Q
Fet anid r(s—1) 0] = En)’; — E:n}'[z 1 F = 1
i : i . r(s — 1) r(s — 1)Qg
ot [«
Error rs(n — 1) 0 = Z o = Znyg 9
v rs(n — 1)
y
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Disefio anidado o jerarquizado

Hipétesis tedricas

Para utilizar este modelo hemos de asumir normalidad, homocedasticidad e
independencia entre las observaciones, que se comprobara a través del andlisis de los
residuos.

| A

Comparaciones multiples

Si al contrastar los efectos principales del factor principal aceptamos H;, habremos
detectado diferencias entre sus tratamientos en cuanto al comportamiento de la
variable Y. Para saber en qué tratamientos residen dichas diferencias hay que aplicar
un procedimiento de comparaciones multiples o comparaciones dos a dos, es decir
realizaremos de modo simultdneo, todos los contrastes posibles

Hy : 7 = 7;
Hy:7 # 7
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Disefio anidado o jerarquizado

Ejemplo 4

La Confederacién Hidrografica del Guadiana realiza un estudio para determinar la con-
centracion media de mercurio en dicho rio a su paso por Extremadura. Para ello se
seleccionan tres estaciones pertenecientes a la Confederacion en las tres comarcas que
cruza el rio (Siberia, Vegas Altas y Vegas Bajas).

Cada uno de estos observatorios toma 6 mediciones (en ppm) de la sustancia en cues-
tién. Los datos aparecen en el archivo conc . dat.

Analizar las diferencias entre comarcas y entre estaciones.
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