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PLAN DOCENTE DE LA ASIGNATURA

Identificacidn y caracteristicas de la asignatura

Codigo 501731 Créditos ECTS 6

Denominacién (espafiol) | Modelos Lineales

Denominacion (inglés) Linear Models

Titulaciones Grado en Estadistica
Centro Facultad de Ciencias
Semestre 6 ‘ Caracter ‘Obligatoria
Maodulo Formacion Obligatoria
Materia Estadistica
Profesor/es
Nombre Despacho Correo-e Pagina web
Campus
Manuel Mota Medina B36 mota@unex.es .
Virtual

Area de conocimiento Estadistica e Investigacién Operativa

Departamento Matematicas

Profesor coordinador

(si hay mas de uno)

Competencias

CB1: Que los estudiantes hayan demostrado poseer y comprender conocimientos en un
area de estudio que parte de la base de la educacidn secundaria general, y se suele
encontrar a un nivel que, si bien se apoya en libros de texto avanzados, incluye también
algunos aspectos que implican conocimientos procedentes de la vanguardia de su campo de
estudio.

CB2: Que los estudiantes sepan aplicar sus conocimientos a su trabajo o vocacién de una
forma profesional y posean las competencias que suelen demostrarse por medio de la
elaboracién y defensa de argumentos y la resolucién de problemas dentro de su area de
estudio.

CB3: Que los estudiantes tengan la capacidad de reunir e interpretar datos relevantes
(normalmente dentro de su area de estudio) para emitir juicios que incluyan una reflexion
sobre temas relevantes de indole social, cientifica o ética.

CB4: Que los estudiantes puedan transmitir informacién, ideas, problemas y soluciones a un
publico tanto especializado como no especializado.

CB5: Que los estudiantes hayan desarrollado aquellas habilidades de aprendizaje necesarias
para emprender estudios posteriores con un alto grado de autonomia.

CG1: Desarrollar las capacidades de andlisis, abstraccion, intuicidn, organizacion y sintesis, asi
como el razonamiento ldgico, riguroso vy critico.

CG2: Capacitar al alumno para utilizar los conocimientos tedricos y practicos adquiridos en la
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definicién y planteamiento de problemas, asi como en la busqueda de sus soluciones tanto en
contextos académicos como profesionales.

CG3: Preparar al alumno para el trabajo en equipos multidisciplinares, capacitdndolo para
entender los razonamientos de especialistas de otros campos y comunicar sus propios
razonamientos y conclusiones.

CG4: Promover la curiosidad y el interés por los métodos y técnicas que estudia la Estadistica y
la Investigacién Operativa, animandolo a mantenerlos y transmitirlos una vez finalizados sus
estudios.

CG5: Mostrar la importancia, necesidad y utilidad de la metodologia estadistica en otras
ciencias (ciencias experimentales, ciencias de la salud, ciencias sociales y humanas, etc.)

CG6: Dotar al alumno de los conocimientos necesarios para que pueda continuar estudios
posteriores en otras disciplinas tanto cientificas como tecnoldgicas.

CT4: Prepararse para el aprendizaje auténomo de nuevos conocimientos, métodos y técnicas; y
para emprender estudios posteriores con un alto grado de autonomia.

CT5: Dominar las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones mediante el uso de
aplicaciones informaticas de andlisis estadistico, calculo numérico y simbdlico, visualizacion
grafica, tratamiento de datos, optimizacidon, y el desarrollo de programas que resuelvan
problemas estadisticos utilizando para cada caso el entorno computacional adecuado.

CE3: Estudiar y resolver problemas en situaciones de incertidumbre, sabiendo construir y
validar modelos probabilisticos para la descripcion de tales situaciones.

CE6: Realizar estudios comparativos entre poblaciones y detectar posibles relaciones entre
variables.

CE7: Aplicar correctamente la metodologia estadistica en analisis de datos e interpretar en sus
justos términos los resultados obtenidos.

CES8: Identificar y analizar estadisticamente la informacidn relevante contenida en problemas
reales, asi como aplicar técnicas estadisticas especificas para su resolucion.

CE12: Disefiar, programar e implementar software estadistico y de gestion de bases de datos.

Contenidos

Breve descripcion del contenido

Distribuciones de probabilidad de interés en modelos lineales. Estimacién y contraste de
hipdtesis en modelos lineales. Regresion multiple. Analisis de la covarianza. Disefio de
experimentos. Introduccion a los modelos lineales generalizados.

Temario de la asignatura

Denominacién del tema 1: Distribuciones de probabilidad y formas cuadraticas.
Contenidos del tema 1: 1.1 Introduccion. 1.2 Resultados algebraicos. 1.3 Distribuciones de
probabilidad asociadas al modelo lineal. 1.4 Formas cuadraticas.

Descripcién de las actividades practicas del tema 1: Ninguna

Denominacién del tema 2: Modelo Lineal de Rango Completo.

Contenidos del tema 2: 2.1 Modelo Lineal: definiciones y ejemplos. 2.2 Estimacidon puntual en
el Modelo Lineal Basico. 2.3 Estimacion en el Modelo Lineal Normal. 2.4 Contraste de hipdtesis
en el Modelo Lineal Normal.2.5 Regresidn Lineal, Regresion Polindmica y Andlisis de la
Covarianza.

Descripcidon de las actividades practicas del tema 2: Ajuste de modelos de Regresion Lineal,
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Regresion Polindmica y Anadlisis de la Covarianza haciendo uso de software estadistico.
Métodos de seleccidn de variables en modelos de regresion.

Denominacién del tema 3: Modelo Lineal de Rango No Completo.

Contenidos del tema 3: 3.1 Introduccién. 3.2 Estimacion en el Modelos Lineal de rango no
completo. 3.3 Contraste de hipdtesis en el Modelo Lineal de rango no completo.
Descripcién de las actividades practicas del tema 3: Ninguna

Denominacién del tema 4: Modelos de Disefio de Experimentos.

Contenidos del tema 4: 4.1 Introduccion al Disefio de Experimentos. 4.2 Experimentos con un
factor. Efectos fijos. 4.3 Experimentos con dos factores. Efectos fijos. 4.4 Modelos de efectos
aleatorios y mixtos.

Descripcién de las actividades practicas del tema 4: Ajuste de modelos de Disefio de

Experimentos con uno o dos factores haciendo uso de software estadistico.

Denominacién del tema 5: Modelos Lineales Generalizados.

Contenidos del tema 5: 5.1 Introduccién a los Modelos Lineales Generalizados. 5.2 Estimacién
en Modelos Lineales Generalizados. 5.3 Contraste de hipdtesis en Modelos Lineales
Generalizados. 5.4 Variables dicotémicas y regresion logistica.

Descripcién de las actividades practicas del tema 5: Ajuste de distintos tipos de Modelos

Lineales Generalizados haciendo uso de software estadistico.

Actividades formativas
. Horas
Horas de trabajo del o L. o Horas. No
Horas Horas actividades practicas | actividad de )
alumno por tema o presencial
seguimiento
Tema Total GG CH L 0 S TP EP
1 17 6 0 11
2 45 14 8 23
3 13 6 0 7
4 30 10 4 16
5 16 6 2 8
Evaluacion 29 3 1 25
TOTAL 150 45 15 90

GG: Grupo Grande (100 estudiantes).

CH: practicas clinicas hospitalarias (7 estudiantes)

L: practicas laboratorio o campo (15 estudiantes)

O: practicas sala ordenador o laboratorio de idiomas (20 estudiantes)

S: clases problemas o seminarios o casos practicos (40 estudiantes).

TP: Tutorias Programadas (seguimiento docente, tipo tutorias ECTS).

EP: Estudio personal, trabajos individuales o en grupo, y lectura de bibliografia.
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Metodologias docentes

1. Explicacion y discusion de los contenidos.

2. Resolucidn, andlisis y discusion de problemas. Realizacion, exposicion y defensa de
trabajos/proyectos.

3. Actividades experimentales como practicas en laboratorios, aulas de informatica y trabajos
de campo.

4. Actividades de seguimiento individual o por grupos del aprendizaje.

5. Trabajo auténomo del estudiante.

Resultados de aprendizaje

Al completar la materia ESTADISTICA, el estudiante:

- Conoce y comprende los principales conceptos de la inferencia estadistica basica: estimador,
intervalo de confianza, contrastes de hipétesis unilaterales y bilaterales y p-valor.

- Es capaz de resolver problemas de inferencia estadistica (estimacion puntual y por intervalos
de confianza y contrastes de hipdtesis) para la media y la varianza de una poblacion normal,
para una proporcion, para la comparacién de las medias de dos poblaciones normales, para la
comparacion de dos proporciones y en el modelo lineal normal.

- Es capaz de plantear de manera clara el modelo estadistico a considerar para la resolucién de
un problema de relacién entre variables o de un problema de comparacion entre grupos.

- Sabe plantear el modelo estadistico a considerar para resolver un problema de regresién o
analisis de la varianza multivariante y es capaz de construir estimadores y contrastes de
hipdtesis adecuados para dichos modelos.

- Puede, tras la aplicacién de las distintas metodologias estudiadas, ser capaz de extraer las
conclusiones estadisticas mas relevantes y de redactarlas de manera que resulten
comprensible en el ambito cientifico.

- Sabe distinguir entre inferencia paramétrica e inferencia no paramétrica.

- Conoce y sabe aplicar distinto software estadistico para las metodologias estadisticas
estudiadas.

Sistemas de evaluacion

Criterios de evaluacién:

e Demostrar la adquisicion y comprensién de los principales conceptos tedricos de la
asignatura.

e Aplicar de manera eficiente los conocimientos tedricos en la resolucion de ejercicios
y/o problemas.

e Aplicar de manera eficiente los conocimientos tedricos en la modelizacién de
problemas practicos reales.

e Participar activamente en la resolucion de problemas (tedrico-practicos) en la clase.

e Realizar, exponer y defender con suficiencia los trabajos de propuestos.
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Instrumentos para la evaluacion:

Tanto en la convocatoria ordinaria como en la extraordinaria, el estudiante podra elegir, en las
condiciones que establezca la normativa de evaluacién vigente, entre el sistema de evaluacion
continua o el sistema de evaluacidon con una Unica prueba final de caracter global. De no
realizar esta eleccidn, se entendera que opta por la evaluacion continua.

Para aquellos estudiantes que opten por el sistema de evaluacién continua, la evaluacion se
realizara mediante:
a. Un examen que constard de una parte tedrica y una parte practica que debera
resolverse haciendo uso de software estadistico. Cada parte se calificard con
una nota entre 0y 10. En la nota global del examen se ponderard con un 60%
la teoria y con un 40% la parte practica.
b. La entrega de un trabajo con la resolucién de una serie de problemas tedricos
y de otro trabajo con un andlisis de datos mediante los modelos vistos en
teorfa y haciendo uso de software estadistico. Cada uno de estos trabajos se
calificard entre 0 y 10. La nota de este apartado serd la media de las
calificaciones de los distintos trabajos. Estas actividades tendrdn cardcter no
recuperable.
Para superar la asignatura la puntuacion de la parte de teoria a que hace referencia el apartado
a. no podra ser inferior a 4. Una vez cumplido este requisito, la calificacion final de la asignatura
se obtendrd multiplicando por 0.8 la nota resultante del apartado a. y por 0.2 la nota resultante
del apartado b.

Para aquellos estudiantes que opten por una prueba final de cardcter global, la evaluacion se
realizard mediante el examen que se indica en el apartado a. anterior. Para superar la
asignatura la puntuacion de la parte de teoria a que hace referencia el apartado a. no podra ser
inferior a 4.

Bibliografia (basica y complementaria)

e Dobson, A. (1990). "An introduction to Generalized Linear Models". Chapman-Hall.

e Faraway, J.J. (2005). "Linear Model with R". Chapman-Hall.

e Graybill, F.A. (1961). "An Introduction to Linear Statistical Models. Vol. I". McGraw-Hill.

e Graybill, F.A. (2000). "Theory and Applications of the Linear Model". Duxbury Classic.

e Montanero, J. (2008). "Modelos Lineales". Manuales Uex ON-LINE 56.

e Montgomery, D.C. (2004). "Design and Analysis of Experiments. 6th Edition". Wiley.

e Pefia, D. (1987). "Estadistica: Modelo y Métodos. Vol. II". Alianza Universidad Textos.

e Pefia, D. (2002). "Regresion y Disefio de Experimentos". Alianza Universidad Textos.

e Wood, S.N. (2006). "Generalized Additive Models. An Introduction with R". Chapman-
Hall.

e Yanez, |.y Martin, M. (1991) "Disefio de Experimentos y Teoria de Muestras”. UNED.

e Pagina web del programa R: www.r-project.org



http://www.r-project.org/
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Tema 1: Distribuciones y formas cuadraticas

1.1 Introduccion

En este tema se proporcionan una serie de herramientas algebraicas y probabilisticas que se manejaran
a lo largo de toda la asignatura. Mds concretamente se estudiardn resultados sobre matrices y sobre
distribuciones de probabilidad, particularmente la normal multivariante, y las distribuciones asociadas
a formas cuadréticas.

1.2 Resultados algebraicos

Consideraremos vectores y matrices con coeficientes en R. Los denotaremos con letra negrita. Los
vectores seran considerados como matrices columna, es decir de orden n X 1. De este modo, si x € R”

X1

Xn

Denotaremos como I, a 1a matriz identidad de orden n y como 0 a la matriz o vector cuyos elementos
son todos iguales a 0 (no se especificard en la notacién la dimension de dicha matriz o vector).

Una matriz cuadrada de orden n, A, se dice orfogonal si su traspuesta y su inversa coinciden, es decir,
siAA"=A'A =1,.

Traza

La traza de una matriz cuadrada de orden n, A = (a;;) es la suma de los elementos de su diagonal
principal, es decir, tr(A) = 7, a;. A continuacién enumeramos algunas propiedades de la traza:

a) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) , tr(kA) = ktr(A) siendo k escalar.
b) tr(A) = tr(A").

o) tr(I,) = n.

d) tr(AB) = tr(BA).

e) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).

f) si P invertible tr(A) = tr(P~'AP).



Rango

El rango de una matriz A es el maximo nimero de filas o columnas linealmente independientes. Lo
denotaremos por (A). A continuacién enumeramos algunas propiedades del rango:

a) Si A, Cinvertibles, entonces r(AB) = r(BC) = r(B).
b) r(A’A) = r(AA") = r(A) = r(A").

¢) Una matriz cuadrada de orden n, A, es invertible si y s6lo si r(A) = n.

Autovalores

Si A es una matriz cuadrada de orden n con n autovalores (no necesariamente distintos).
e El determinante de A es igual al producto de sus autovalores.
e Latrazade A es igual a la suma de sus autovalores.

e Elrango de A es igual al nimero de sus autovalores distintos de 0.

Matrices idempotentes

Una matriz cuadrada P se dice idempotente si P> = P. Algunas propiedades de las matrices idempo-
tentes:

a) Si P es idempotente de orden n entonces I, — P también es idempotente.

b) Si P es una matriz idempotente entonces sus Unicos posibles autovalores, tanto reales como
complejos, son 0 6 1.

c) Si P es una matriz simétrica de orden n entonces P es idempotente de rango r si y sélo si el
autovalor 1 de P tiene multiplicidad r y el autovalor O tiene multiplicidad n — r.

d) Si P simétrica idempotente entonces r(P) = tr(P).

Formas cuadraticas

Si A es una matriz cuadrada simétrica de orden n, x = (xi,...,x,) € R", se denomina forma
cuadrdtica asociada a A ala aplicacion Q, : R" — R definida por:

n n

t 2
QA(X) =XAX = Z ajjXxixj = Z a;Xx; + 2 Z ajjXiX;.
i=1

ij=1 i<j

Cada forma cuadratica Q4 queda definida univocamente por la matriz simétrica A.



Matrices y formas cuadraticas definidas y semidefinidas positivas

e Diremos x’AX es semidefinida positiva si X' Ax > 0 para todo x € R”.

e Diremos que una forma cuadritica X'AX es definida positiva si

xXAx >0 paratodoxe€R" ; XAx=0 < x=0
La matriz simétrica A es (semi)definida positiva si su forma cuadratica asociada lo es.

Propiedades

a) Si P es una matriz no singular y A simétrica, entonces A es definida (resp. semidefinida)
positiva si y s6lo si P’AP es definida (resp. semidefinida) positiva.

b) Si A es definida positiva de orden n entonces existe una matriz no singular P tal que P'AP = 1,,.

¢) Una matriz es definida (resp. semidefinida) positiva si y sélo si sus autovalores son mayores
(resp. mayores o iguales) que 0. En particular, las matrices idempotentes son semidefinidas
positivas.

Descomposicion de matrices definidas positivas

e Si A es una matriz simétrica de orden n y rango r (r < n) con coeficientes reales entonces existe
una matriz L. de orden n X r (con coeficientes complejos) tal que A = LL'. Esta matriz L no es
unica.

e Siademds A es semidefinida positiva entonces L tiene coeficientes reales.

e Si A es definida positiva, entonces L es cuadrada y de rango n (invertible). Ademéas podemos
tomar L simétrica. A una matriz L. cuadrada e invertible verificando A = LL la denominaremos
L = A2 y asuinversa A~!/2.

Podemos decir que la matriz A'/? es una raiz cuadrada de A.

Matrices AA’y A’'A

Sea A una matriz de orden mxn entonces se verifica que tanto A’A como AA’ son matrices semidefinidas
positivas. Ademads,

e Sir(A) = mentonces AA’ es definida positiva.

e Sir(A) = nentonces A’A es definida positiva.



1.3 Distribuciones de probabilidad asociadas al modelo lineal

Vectores aleatorios

Si (Q, A, P) es un espacio de probabilidad, denominaremos vector aleatorio a toda funcién medible
Y : (Q, A, P) —» R". El vector aleatorio Y se escribiria Y = (Y1, Y>,...,Y,)" y sus componentes son
variables aleatorias.

Al vector u = E[Y] = (E[Y1], E[Y2], ..., E[Y,])" se le denomina vector de medias del vector aleatorio
Y. Algunas propiedades del vector de medias:

e Sib € R", entonces E[Y + b] = E[Y] + b. En particular, E[Y — u] = 0.
e Si A es una matriz k X n, entonces E[AY] = AE[Y].
Sip = (uy,...,u,), entonces se define la covarianza de las variables Y; e Y ;,
gij = Covl[Y;, Yj] = E[(Y; _,ui)(Yj —/Jj)]-

Obviamente, sii = j

O',‘,':VB.I'[YI']
A la matriz
g1 O12 ... O1p
J21 022 ... Oy
V =Cov[Y] =
Oul O oo Opp

se le denomina matriz de covarianzas de Y. Algunas propiedades de la matriz de covarianzas:
e Cov[Y] = E[(Y —pu)(Y —p)].
e La matriz Cov[Y] es simétrica y semidefinida positiva.
e Sib € R”, entonces Cov[Y + b] = Cov[Y].

e Si A es una matriz k X n, entonces Cov[AY] = A Cov[Y]A’. En particular, si denotamos
V = Cov[Y] y V es definida positiva, Cov[V~!/2Y] = 1,.

La funcion de distribucion de un vector aleatorio se define como

FY(y):FY(yla'“ayn):P(YlSylw-"YnSyn) P y:()’Ia---,)’n)IERn

Diremos que el vector aleatorio Y es continuo si existe una funcién fy : R* — [0, co) tal que

V1 Vn
FY(y):f~~- . x)dxy.o.dx, . Yy=O1,...,y) €ER"

(o0

A la funcién fy(y) se le denomina funcion de densidad del vector aleatorio Y.



Se define la funcion caracteristica del vector aleatorio Y (al que supondremos continuo) como

Qy(s) = E[e®Y] = f f exp {lz skyk}fy(yl, cooydyy..dy, , s=(s1,...,s,) €RM

k=1
Andalogamente, se define la funcion generatriz de momentos del vector aleatorio Y (caso de existir)

My(s) = E[fY] = f f exp {Z skyk}fy(yl, cooydyy . .dy, 0 s=(s1,...,5,) €R.
oo oo =1

Distribuciones marginales

Supongamos que Y’ = (Y|, Y5) con Y, = (Yy,.... Y k<n,e Y, = Yiqr,..., Vo).
La funcién de distribucién marginal de Y, se puede calcular,

FY1(Y1):y12iLI:oFY(yl,Y2) .,y €RY

entendiendo que y, € R"* tiende a oo si todas sus coordenadas tienden a infinito.
Andalogamente, la funcion de densidad de Y, se puede calcular,

le(Y1):f f O YV Yerls e o s Y)AVkr1 - - Ay yl=(y1,--.,yk)t€Rk-

En cuanto a la funcidn caracteristica o generatriz de momentos de Y, se pueden calcular

s s
‘PY](Sl):SOY(OI) , MY](SI):MY(Ol) , s eRk,

Algunas propiedades de las distribuciones marginales:
e Los vectores de medias de Y; e Y, son, respectivamente,
o= e )t B = (ks M)
y sus matrices de covarianzas

g --- Ok Ok+1lk+1 -+ Ok+ln
Vo= + - s, Vp=

Okl --- Ok Onk+l  +++-  Onpp

e La matriz de covarianzas de Y; e Y, es

Olk+1 -+ O1n
Vi2 = Cov[Y, Y2] = oo = ENY ) = )Y = )]

Okk+1 +++ Ofn

e Si Ay B matrices k X ny (n — k) X n, respectivamente, entonces

Vi, = Cov[AY{, BY,] = ACov[Y, Y,]B'.

Podemos notar que el vector de medias p y la matriz de covarianzas V de un vector aleatorio quedan

particionados de la forma:
M Vi | Vi
= . V = .
g ( K ) ( Vio | V2 )

5



Independencia

Supongamos que Y' = (Y{,Y,)con Y, = (¥,..., Y1) e Y, = (Yy41,...,Y,)". Los vectores aleatorios
Y, e Y, son independientes si 'y solo si

Fy(y) = Fy,(y) - Fy,(y2) ., y1€R' | yeR™ | y=@lLy)
o equivalentemente

A =AOD b)) . yieR . yeR™ | y=(y)
o equivalentemente

ov(s) = oy, (81) - pv,(s2) , s ER s eRTC . s=(s)s))

Se verifica que si Y; e Y, son vectores aleatorios independientes entonces Cov([Yy,Y,] = 0. El
reciproco en general no es cierto.

Distribucion normal unidimensional

Sea u € Ry o? > 0. Diremos que la variable aleatoria Y tiene distribucién normal de pardmetros i y

o si su funcién de densidad es
1 (v — w)? }
exp{ — , YER
V21 o { 202

En tal caso denotaremos Y ~ N(u, o2).

f) =

Propiedades

e Las funciones caracteristica y generatriz de momentos de la distribucién N(u, o%) son:

1 1
ey(s) = explius — EO'ZSZ} ,  My(s) = expfus + 50'2.5‘2} ,s€R

e Lamediade Y es u y su varianza 0.

e SiZ= ﬂ’ entonces Z ~ N(0, 1).

e SiY ~ N(u,0?) ya,b€R, entonces a¥ + b ~ N(au + b, a*c?).

Distribucion normal multivariante

Sea V = (o) una matriz cuadrada de orden n, con coeficientes reales, simétrica y definida positiva;
yseapu = (uy,..., (1) €R"

DEFINICION. Diremos que el vector aleatorio n-dimensional Y = (Yy,...,Y,)" sigue distribucion Nor-
mal n-dimensional de pardmetros py V (Y ~ N,(u, V)) si tiene la funcion de densidad conjunta:

1
fly) = exp{-5(y —w'Viy-w} . y=01....y) €R"

1
@ry PV

6



ProposiciON. La funcion caracteristica y la funcion generatriz de momentos de Y son, respectiva-

mente: | |
oy (s) = explis'u — Es’Vs} . My(s) = exp{s'u + Es’Vs} , SER"
Propiedades
1. El vector de medias de Y es g y su matriz de covarianzas es V.
2. SiZ = AY +b, con A matriz k x n de rango k (k < n) y b € R, entonces Z ~ N;(Au+b, AVA").
3. Las distribuciones marginales de una distribucién Normal Multivariante son Normales. Con-
cretamente, si Y| = (Yy,..., Yy, k <n, entonces Y| ~ Ni(1ty, V11).
4. La distribucién de Y, = (Y1,...,Y;)" condicionada a Y11 = Yii1,-..,Yn = Yu €8 Np(uy +
Vlegzl(yz —H), Vi1 — V12V£21V'12), siendo y2 = (Vests- - -5 V)
5.8 Y =(Y,Y)conY, =(Y,,....,Y) e Yo = (Y4,...,Y,) entonces Y; y Y, son independi-
entes siy solo si Cov[Y, Y] =0.
6. Y=(Y;...,Y,) ~ N,(u, V) siy s6lo si toda combinacién lineal de Y; ..., Y, sigue distribucién
Normal (i.e. para todo A € R", 'Y ~ N(A'u, A'VA)).
7. Las variables aleatorias Y;...,Y, son independientes e idénticamente distribuidas con dis-
tribuciéon N(0, 0%) si y sélo si el vector aleatorio Y = (Y, ..., Y,)" ~ N,(0, c*1,).

Distribuciones de probabilidad asociadas a la Normal

Dist

ribucion Chi-cuadrado no central

Dermnicion. Si Y ~ N, (u,L,), llamaremos Chi-cuadrado no central con n grados de libertad y
pardmetro de descentralizacion u* = %ufy a la distribucion de la variable aleatoria Q = Y'Y y
escribiremos Q ~ x*(n, u*).

Propiedades

1

2

3

. Q tiene funcién de densidad

s | X

L x T T expl-3}

fo =) expl-ut———F—05—
,g; k! p(m2kypt

six>0; 0 six<0

. La funcién generatriz de momentos de Q es

1
My(s) = (1 - 25)™/? exp{—u*(1 — ﬁ)} , senun entorno de 0
—2s

- X2 (n,0) = x*(n).



4. SiY ~ N,(u, 01,), entonces Y'Y /02 ~ y*(n, "), siendo u* = s> p'p.

5. Sean Q; ~ x*(n;,jt;), i = 1, ..., k, variables aleatorias independientes. Entonces

Distribuciéon F-Snedecor no central

DEFINICION. Si Q1 ~ x2(ni, 1) y Qr ~ x*(n»,0) son variables aleatorias independientes, llamare-
mos F-Snedecor no central con n,, n, grados de libertad y pardmetro de descentralizacion u a la
distribucion de la variable aleatoria

7= 0 /n
0> /n,
y escribiremos Z ~ F(ny, ny, ).
Z tiene funcion de densidad
ny+2k
had k (ﬂ)%r(w) ny+2k ny+ny+2k
f(x) = Ze"‘% "2r( T 22) KA+ 2T ix>0; 0 six<0
! nitek n ny
k=0 2 2

OBSERVACION:

e F(n,n,0) = F(ny,ny).
e Si T ~ t(n) entonces T? ~ F(1,n).



1.4 Formas cuadraticas.

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada, simétrica de orden ny sea Y = (Yy,...,Y,)" un vector aleatorio.
Llamaremos forma cuadrdtica asociada al vector aleatorio Y a la variable aleatoria:

Y'AY = ZZdinin = Zaiiyiz + ; 2a;;Y;Y;

Los siguientes resultados nos relacionan la distribucién y los momentos de Y'AY con los de Y.
Supongamos que Y tiene vector de medias u y matriz de covarianzas V. Entonces se verifica:

a) E[Y'AY] = tr(AV) + u'Au
Si ademas Y ~ N,(u, V), entonces

b) Var[Y'AY] = 2tr((AV)?) + 4u' AVApu.
c) CovlY,Y'AY] = 2VApu.

Distribuciones de las formas cuadraticas.
Podemos establecer el siguiente resultado:

TeorREMA 1. Sea Y ~ N,(u, V) y sea A una matriz simétrica de orden n. Entonces se verifica:

Y'AY ~ y*(r(A), %/.ltAﬂ) cualquiera que sea u < AV es idempotente.

Independencia de las formas cuadraticas.

Se verifican los siguientes resultados:
TeOREMA 2. Sea Y ~ N,(u, V). Sea A una matriz simétrica y semidefinida positiva de orden n y B una
matriz s X n de rango s. Entonces se verifica:

Y'AY y BY son independientes cualquiera que sea u <= BVA = 0.

TeorReMA 3. Sea Y ~ N,(u, V). Sean A y B dos matrices simétricas y semidefinidas positivas de orden
n. Entonces se verifica:

Y'AY e Y'BY son independientes cualquiera que sea p < AVB = 0 (& BVA =0).



Tema 2: Modelo Lineal de Rango Completo

En este tema, partimos de un vector aleatorio Y = (Y1,...,Y,)" que representa un conjunto de datos toma-
dos de cierta variable bajo estudio. Si asumiéramos que sus coordenadas, Yi,...,Y,, son independientes e
idénticamente distribuidas, constituirian una muestra aleatoria simple que es la base de la teoria basica en
inferencia estadistica.

Pero la inferencia estadistica no se desarrolla siempre bajo este supuesto. Podemos asumir, por ejemplo, que la
media y; de cada Y; depende de observaciones de otros pardmetros con un significado prictico en el estudio que
se estd llevando a cabo. Si esta dependencia es lineal, nos encontraremos ante un Modelo Lineal. El estudio de
estos modelos es el objeto de esta asignatura.

2.1 Modelos lineales: definicion y ejemplos

En este apartado vamos a proporcionar la definicion de Modelo Lineal, junto con una doble clasificacién de
los Modelos Lineales que marca la estructura de los contenidos de esta asignatura. Por dltimo, presentaremos
algunos ejemplos de modelos cldsicos para el andlisis de datos que pueden ser enmarcados dentro de la teoria
de los Modelos Lineales.

Definicion 1 Sea Y = (Y1,...,Y,)" un vector aleatorio n-dimensional y X una matriz de orden n X p (p < n).
Diremos que Y se ajusta a un Modelo Lineal si existe B € R? tal que
E[Y] = XB,

Si el vector aleatorio Y se ajusta a un Modelo Lineal,
Y = E[Y]+Y - E[Y]=XB+ (Y — E[Y)]).
Por tanto, podemos también decir que Y se ajusta a un Modelo Lineal si
Y =XB+6, (1)

siendo & = Y — E[Y] un vector aleatorio n dimensional con E[&E] = 0.

En la préctica, las coordenadas de Y representan las observaciones de la variable (aleatoria) de interés en el
estudio estadistico que se lleva a cabo. En este caso, no estamos suponiendo que Y1, ..., Y, sean independientes
e idénticamente distribuidas como se asumia en una muestra aleatoria simple. La ecuacién (1) establece que
este vector aleatorio se puede descomponer como suma de los siguientes términos:

a) Una combinacién lineal de las columnas de la matriz X determinada por el vector de pardmetros 8 =
B, .., ,Bp)t € R?. Los coeficientes de la matriz X, denominada matriz del modelo, son valores conoci-
dos, bien porque provengan de ciertas variables presentes en el estudio estadistico, bien porque definen
ciertas hipdtesis que se asumen sobre la variable de interés. El vector de pardmetros S se supone desco-
nocido. Sobre dicho vector se centrard principalmente el estudio inferencial que desarrollaremos en este
tema.

b) Un vector aleatorio & cuyas coordenadas representan los “errores” (aleatorios) que se cometen al repre-
sentar los datos incluidos en Y como combinacién lineal de las columnas de X. Dichos errores se asumen
con media cero, si bien son necesarias hipétesis adicionales para poder desarrollar la teoria inferencial.
En la préictica estos errores no son observables, por lo que es dificil contrastar las hipétesis tedricas que
se asuman sobre ellos.



Podemos establecer dos clasificaciones de los modelos lineales:
o Atendiendo al rango de la matriz X:

— Diremos que el modelo es de rango completo si #(X) = p.

— Diremos que el modelo es de rango no completo: r(X) < p.

e Segin las hipétesis que se asuman sobre la distribucion del vector de errores &, o equivalentemente
sobre la distribucién del vector Y.

— Diremos que Y se ajusta a un Modelo Lineal Bésico, si asumimos que existe o> > 0 tal que
Cov[Y] = Cov[&] = oI,

— Diremos que Y se ajusta a un Modelo Lineal Normal si Y ~ N,(X8,0°l,) para algin o> > 0
(equivalentemente & ~ N, (0, o1p)).

En este tema estudiaremos los Modelos Lineales de rango completo, centrando dicho estudio en la inferencia
estadistica sobre los parametros de interés en el modelo: o, By las combinaciones lineales de las coordenadas
de B. Comenzaremos dicho estudio abordando el Modelo Lineal Bésico, donde sélo es factible la estimacion de
los parametros. Esta teoria de estimacion se completard en el Modelo Lineal Normal, obteniendo propiedades
relativas a la distribucién de los estimadores, que posteriormente utilizaremos para desarrollar el estudio de la
estimacion por intervalos y regiones de confianza y la teorfa de contraste de hipétesis.

Previamente veamos unos ejemplos de estudios estadisticos sencillos que se enmarcan en el contexto de los
Modelos Lineales.
Ejemplo 1

Consideremos la relacién entre la altura /2 y el peso w de los habitantes de una poblacién. Sabemos que dicha
relacion puede existir pero no es deterministica. Si asumimos que la relacion entre ambas variables es lineal,
podemos escribir la ecuacién que la define del siguiente modo:

w=pBo+p1h+&E

Se trata de un modelo de Regresion Lineal Simple. Para obtener informacién sobre los pardmetros 8y y B1, se
procedera midiendo las alturas H = (H, ..., H,)" de n individuos y sus pesos respectivos W = (W1, ..., W,)".
Asumiendo que el modelo es correcto, estos datos deberian ajustarse al mismo, es decir,

Wi=Bo+PB1H;+&,i=1,...,n

Escribiendo estas igualdades matricialmente, obtenemos

W=1,8+HB +&= (lan)( §° )+8
1
siendo 1, = (1,..., 1) y & = (&1,...,8,)". Se trata de un modelo lineal con matriz X = (1,/H). Si no todas
las alturas son iguales, (X) = 2, por lo tanto el Modelo de Regresién Lineal Simple puede ser considerado un
caso particular de Modelo Lineal de rango completo.



Ejemplo 2

Consideremos la posible influencia que sobre la produccién de trigo (Y) tienen 3 fertilizantes F'{, F» y F5. Para
ello se tratan n; parcelas con el fertilizante F;, obteniéndose unas producciones de Yjq, ..., Y, i =1,2,3.

Si denotamos como u a la produccion media de trigo si ninguna causa de variabilidad estuviera presente, 7; al
efecto que sobre la produccién media tiene el fertilizante F;, i = 1,2, 3 entonces podemos suponer que

E[Yij] =Mu+T; I = 1,2,3 ] = 1,2,...,ni
Este tipo de modelos se denominan Modelos de Disefio de Experimentos. Si denotamos como
Y= Y Yo, oo Yon, Y31,y Y3y

al vector con todos los datos de produccion, podemos escribir matricialmente las ecuaciones anteriores del
siguiente modo:

1100
1100
1010~

_ : T

E[Y] = : o |=X8
101 0|4
100 1] °
100 1

Por lo tanto, el vector Y se ajusta a un Modelo Lineal, siendo el vector de parametros 8 = (u,71,72,73)". En
este caso r(X) = 3, menor que el nimero de columnas, por lo que el Modelo de Disefio de Experimentos es un
Modelo Lineal de rango no completo.

Ejercicio propuesto:

Si en el Ejemplo 2 anterior suponemos que se toman también los datos de humedad de las parcelas H =
(Hii,...,Hin, Hap, ..., Hopy, Hal, . . ., H3,,)' y asumimos que la relacion entre humedad y produccién es lineal,
define un modelo lineal que describa adecuadamente a los datos.



2.2 Modelo Lineal Basico: estimacion puntual

Consideraremos un vector aleatorio Y que se ajusta al Modelo Lineal de la Definicién 1. Asumiremos que
dicho modelo es de rango completo, es decir, r(X) = p y que se dan las hipétesis del Modelo Lineal Bésico, es
decir, E[Y] = XB, E[&] = 0, Cov[Y] = Cov[&] = 0’1, para alglin 0% > 0.

Nuestro objetivo en este apartado es desarrollar la teoria de estimacién puntual para los principales pardmetros
del modelo: la varianza de observaciones y errores, o2, el vector de pardmetros, B, y los funcionales lineales
W = AP con A € RP. Comenzaremos nuestro estudio con la estimacién puntual de B, que es el principal
pardmetro de este modelo.

Estimacion de 8

Para obtener un estimador de g utilizaremos el método de minimos cuadrados, es decir, proporcionaremos
como estimador de B el valor que minimice la suma de las distancias al cuadrado entre las observaciones y sus
medias. Se trata por tanto de minimizar la siguiente funcién de B:

FB) =D (¥; = E[Y;])? = (Y - E[Y]Y(Y - E[Y]) = (Y - XB)'(Y - Xp). )
i=1

Proposicion 1 El estimador de minimos cuadrados de B es:
B =(X'X)"'X'Y.
y verifica las siguientes propiedades:
a) E [,E] = B, es decir, E es un estimador insesgado para .
b) Cov[B] = c2(X'X)"!
c) El error cuadrdtico medio del estimador’ﬁ viene dado por ECM(E) = o2 tr(X’X)71).

Demostracion

Si denotamos B = (B1,....8p), X'Y = (b1,...,b,)" y X'X = (a;j)1<i,j<p, Obtenemos que la expresion a
minimizar, (2), puede escribirse del siguiente modo:

p P
FB) =YY -28XY + FXXB=Y'Y -2 b+ ) ai} +2 ) aiifi;
i=1 i=1 i<j
que es un polinomio de grado 2 en B,...,[B, y por tanto infinitamente diferenciable. El minimo absoluto de

esta funcioén, de existir, debe ser un extremo relativo. Calculamos las derivadas parciales de f:

9 P
a_f:_2bk+2akkﬁk+zzaki,8i:_Zbk"'z afi, k=1,...,p.
B itk i=1
t
Denotando Vf = (%, e (%) al vector de las derivadas parciales de f, obtenemos

VF(B) = —2X'Y + 2X'XB



Si E es un extremo relativo de dicha funcién entonces
ViB) = —2X'Y + 2X'XB = 0
o0 equivalentemente ﬁ debe ser solucidn del sistema de ecuaciones lineales:
X'XB = X'Y 3)

La matriz de los coeficientes X'X es cuadrada de orden p y r(X'X) = r(X) = p, luego es invertible y el sistema
(3) es compatible determinado, siendo su tnica solucidn:

B = (X'X)"'X'Y.

Para comprobar que es minimo relativo calculamos las derivadas parciales de orden 2:

de donde se obtiene que la matriz Hessiana de f es
H/(B) = 2X'X.

Como X'X es semidefinida positiva e invertible, es definida positiva, luego Hy es definida positiva en cualquier
punto, en particular H(B) es definida positiva y B es un minimo relativo.

Ademds, como el gradiente de f no se anula en ningtn otro punto, 8 es un minimo absoluto de f y por tanto es
el estimador de minimos cuadrados de S.

La demostracion de las propiedades a) y b) del estimadorﬁ queda como ejercicio. En cuanto a la propiedad c),
basta tener en cuenta que, puesto que 8 = (B1,...,8,)" es insesgado,

ECM®) = Y VarlB;] = t(Cov[B]) = o t(X'X) ™)),

i=1

Ejercicio propuesto:

Demostrar las propiedades a) y b) de la Proposicién 1.



Una vez obtenido el estimador By sus propiedades, vamos a compararlo con otros estimadores de 8, concreta-
mente con los estimadores lineales insesgados.

Definicion 2 Se dice que T es un estimador lineal de B si T = AY para alguna matriz A de orden p X n.

El estimadorﬁ = ((X'X)~'X")Y es lineal insesgado para 8. En el siguiente resultado, probamos queﬁ minimiza
el error cuadrético medio dentro de la clase de estimadores lineales insesgados de S.

Teorema 2 (Gauss-Markov) E es el estimador lineal insesgado de mimima varianza de B, es decir, si T es
otro estimador lineal insesgado de B, entonces ECM() < ECM(T) y se da igualdad siy sélo si T = .

Demostracion

Supongamos que T = AY es otro estimador lineal insesgado de B. Si descomponemos A = (X'X)™'X’ + B,
entonces .
B =E[T]=E[f+BY]=8+BE[Y]=8+BXp

Luego BX = 0. Teniendo esto en cuenta, podemos calcular la matriz de covarianzas de T del siguiente modo:
Cov[T] =A Cov[Y]A! = 6?AA" = ¢2(X'X)"'X" + B)(X'X)"'X' + B’
=2 (XX)" + o (XX) ' (BX) + o?BX(X'X)"! + 0?BB’ = o*((X'X)"' + BB)
De este modo, si B = (b;})1<i<p, 1<j<n, Obtenemos que

P n
ECM(T) = tr(Cov[T]) = o2 tr((X'X)™") + o2 tr(BB") = ECM(B) + o Z b?
i=1 j=1

ij

Por tanto, ECM(T) > ECM(E) y se dard la igualdad siy s6lo si b;; = Oparatodoi=1,...,p, j=1,...,n,es
decir, si y sélo si B = 0 o equivalentemente, si 'y sélo si T = 8.

Valores ajustados y residuos. Estimacion de o

Una vez determinado el estimador E, podemos calcular los valores ajustados por el modelo lineal y también los
residuos del modelo, que pueden interpretarse como estimaciones de los errores cometidos en dicho ajuste.

Deﬁnlcmn 3 (valores ajustados y residuos) Llamaremos valores ajustados por el modelo al vector aleatorio
Y = XB Elvectore =Y — Y serd denominado vector de residuos.

Los valores ajustados y los residuos jugaran un papel fundamental en el anélisis de un modelo lineal. Intuitiva-
mente, los valores ajustados pueden ser vistos como estimadores de g = E[Y] = X, es decir, del valor medio
del vector de observaciones. Constituyen por tanto las observaciones que cabria esperar si el modelo lineal
fuera adecuado. Los residuos son por tanto la diferencia entre lo observado y lo “predicho” por el modelo y por
ello nos permiten conocer hasta qué punto el modelo nos proporciona un buen ajuste.

Es sencillo comprobar que ambos vectores son transformaciones lineales de Y:
Y=Xg=HY, e=Y-Y=(,-HY siendo H = X(X'X)" X' 4)

La matriz H esta asociada a la proyeccion ortogonal sobre el subespacio de R" generado por las columnas de
X e I, — H estd asociada a la proyeccidn ortogonal sobre el subespacio ortogonal de dicho subespacio. Mds
concretamente, podemos establecer el siguiente resultado:



Lema 3 Se verifican las siguientes propiedades:
a) Las matrices H e 1,, — H son simétricas e idempotentes.

b) I, -H)X =0

Demostracion
Se deja como ejercicio.

Teniendo en cuenta que los residuos nos proporcionan una medida del error cometido por el modelo, la suma
de cuadrados de los residuos (o del error) puede sernos util para calibrar la bondad de ajuste del modelo. Se
define del siguiente modo: _ .

SCE =¢'e = (Y - XB)' (Y - Xp)

S CE es una forma cuadrdtica asociada a Y. En efecto, aplicando el Lema 3, I,, — H es simétrica e idempotente,
y por tanto, _ _
SCE =(Y-XB)'(Y-XpB) =Y, - H)2Y =Y, -HY. ®))

En el siguiente resultado se calcula el valor esperado de SCE y se obtiene un estimador insesgado para o2

Proposicion 4 Se verifica que
E[SCE] = (n - p)o?,

y en consecuencia, un estimador insesgado de o es
—~2 _ 1 N\ )
o =—XY-XB)(Y - XB).
n—p

Demostracion

Puesto que S CE es una forma cuadratica asociada a Y, utilizando la férmula para el calculo de la esperanza de
un forma cuadrética (véase propiedad a)de las formas cuadréticas en la dltima seccién del Tema 1) con u = X8,
V =01,y A =1, — H, se obtiene que

E[SCE] = E[Y'(I, - H)Y] = o eI, - H) + BX'(I, — H)XB.
Aplicando el Lema 3, (I, - H)X = 0, y utilizando ahora las propiedades de la traza,

E[SCE] = o (tr(L,) — tr(X(X'X)'X")) = o?(n — tr(X'X) "' X'X)) = 0%(n - tr(1,)) = 0*(n — p).

Estimacion de funcionales lineales de 8

En este apartado, se estudia la estimacién de funcionales lineales ¢ = '8, A € R”. Puesto que ya sabemos que
B es un estimador de 8 con buenas propiedades, un estimador apropiado para i sera:

¥ =B
En el siguiente resultado, proporcionamos algunas propiedades del estimador fﬁ

Proposicion 5 El estimador 1,’[/\ es insesgado para W y su error cuadrdtico medio (varianza)es EC M({//\) =
Var(fi) = 2AXX)'A. Ademds, se verifica que "ﬁ\ es el estimador lineal insesgado de minima varianza de
Y, en el sentido de que si T es otro estimador lineal insesgado de , entonces ECM(/I,//\) < ECM(T) y se da
igualdad siy solo si T = .



Demostracion

Queda como ejercicio propuesto.

Observacion: No es posible calcular exactamente el error cuadratico medio de los estimadores E y 7 ya que
desconocemos el valor del pardmetro o en las expresiones de Cov(B) y Var(y). No obstante, podemos estimar
dicho error sustituyendo o~ por o> en dichas expresiones.

Ejercicio propuesto: Demostrar el Lema 3 y la Proposicién 5.



2.3. Modelo Lineal Normal: estimacion puntual

En este apartado, asumiremos que el vector aleatorio Y se ajusta a un Modelo Lineal Normal, es decir Y ~
N,(XB,0>1,), siendo X unamatrizn x p (p <n)y r(X) = p, BE R’ y o> > 0.
En estas condiciones, la funcién de densidad de Y, la de la normal multivariante que vimos en el tema 1, es

1 1 )
fy) = Ry o2y exp {F(y -XB)'(y - Xﬂ)} yeR

Si vemos esta expresién como una funcién de los pardmetros B8y o2, obtenemos la funcién de verosimilitud
del Modelo Lineal Normal:

1 1
LB,c*Y) = G P {—272(3( - XB)(Y - Xﬂ)} .

En este contexto, calcularemos los estimadores de 8y o por el método de maxima verosimilitud, para lo cual
hemos de maximizar la funcién L(B, o2 Y) en el conjunto R” X R, .

Proposicién 6 Los estimadores de mdxima verosimilitud de By o son:
n ty\— Lyt ~2 1 ! )
B =XX) XY o =—(Y-XB)'(Y -XB).
n

Ademds, la verosimilitud mdxima del modelo es

. 6_1 n/2
LB, 7%Y) = ( ) .

21 02

Demostracion

En primer lugar, notemos que, puesto que el logaritmo es una funcién creciente, los valores de 8 y o> que
maximizan L son los mismos que los que maximizan la log-verosimilitud £(8, c2;Y), definida del siguiente
modo:

(B, Y) = log L(B.0: Y) = =2 log(2m) — 5 log(o™) - lew —XB)'(Y - XB) ©6)
De la expresion (6) se observa que, fijado el valor de o> > 0, la funcién de 3, £(B, 0’>; Y) alcanzara su maximo
cuando la funcién f(B) = (Y — XB)'(Y — XB) sea minima. En la Proposicion 1, probamos que dicho minimo se
alcanza en el estimador de minimos cuadrados de 3, E = (X'X)"!IX'Y.
Sélo resta obtener el maximo de la funcion Z(E, o2 Y)enR, para obtener el estimador de maxima verosimilitud
de 0. Puesto que es una funcién infinitamente derivable en R, el maximo, caso de existir, serd un maximo
relativo. Calculemos la derivada de K(E, o2;Y) respecto a o7:

dtB,o:Y)  n 1 1

=5t sz (Y ~XB)(Y - XB)

Si denotamos por & al valor donde se alcanza el maximo, por ser extremo relativo dicho valor debe verificar

nl 1
—_——+

25 * 3 Y ~XB/(Y-XB) =0

0 equivalentemente _ _
no? - (Y -XB)'(Y-XB) =0



de donde se deduce, que el tinico candidato a maximo relativo es
— _ 1 7\ )
o= ;(Y -XB)'(Y -XB)

Para concluir la demostracién de la primera parte del enunciado, basta probar que la derivada segunda de
£(B, 02, Y) respecto a o en el punto o> es menor que 0, lo cual se deja como ejercicio.

En cuanto a la verosimilitud maxima, su valor es
— 1 1 e\
~2. _ R ) — -n/2 —
LB,oc"Y) = (Zﬂ.)n/Z(&Z)n/z eXp { 252 (no )} (2ﬂ)n/2(’52)n/2 € (27.‘. 52)
lo cual concluye la demostracién.

Observaciones:

a) El estimador de 8 por maxima verosimilitud, B, coincide con el de minimos cuadrados, y por tanto
conserva las propiedades de éste ultimo.

b) Elestimador de o2 por maxima verosimilitud ,0-2, no coincide con el estimador o2 obtenido en el Modelo
Lineal Béasico. La relacién entre ambos viene dada por:

Por tanto, el estimador & no es insesgado para o™°.

Proposicion 7 (Distribucion de los estimadores)
a) B~ Ny, (X'X)™).

)
b) m ~x*(n = p).
g

c) E y 0% son independientes.

Demostracion

a) El estimadorﬁ = (X'X)"'X'Y tiene distribucién normal p dimensional porque es una trasformacion lineal
de Y, que tiene distribucién normal n dimensional. El vector de medias y la matriz de covarianzas fueron
calculados en la Proposicion 1.
b) Haciendo uso de la ecuacién (5), podemos escribir (n — p)2/o? como una forma cuadritica del siguiente
modo:

(n - p)a*

o2

donde, recordemos, H = X(X'X)~!X".
Para poder aplicar el Teorema 1 sobre formas cuadriticas, visto en el Tema 1, y deducir que la distribucién de
(7) es Xz(r(A), H'Apu/2), bastard probar que AV es idempotente, siendo

1 —~ — 1
= OTz(Y -XB)'(Y -Xp) = ;Yt(ln -H)Y (N

1
A=—=>,-H), p=XB, V=0,
g

10



Como AV = I,, — H y dicha matriz es idempotente (Lema 3), se satisface la hip6tesis de Teorema 1 del Tema 1
para formas cuadréticas, luego (7) tiene distribucion chi cuadrado y ademds

rlA)=r(l,-H)=ud,-H)=n-p
y puesto que, aplicando de nuevo el Lema 3, (I, - H)X = 0,
wAu=pXJd,-HXB=0

lo cual concluye la demostracién de este apartado.

¢) Segiin hemos visto en los apartados anteriores, B es una transformacién lineal de Y y (n — p)o> es una forma
cuadrdtica asociada a Y. Aplicando el Teorema 2 sobre formas cuadraticas, visto en el Tema 1, para ver que
son independientes bastara probar que BVA = 0, siendo en este caso

A=I,-H, V=0¢1,,B=XX X
En efecto, utilizando de nuevo que (I,, — H)X = 0 (Lema 3), se obtiene que
BVA = o2 (X'X)"'X'(I, - H) = 0
lo cual concluye la demostracién.

Proposicion 8 (Suficiencia y completitud. Estimador insesgado de minima varianza)

—

a) El estadistico T = ( ,{32 ) es suficiente y completo para el pardmetro ( f 5 )
o

b) By T2 son los estimadores insesgados de minima varianza de By o* respectivamente.

Demostracion
t

. s Y . .
a) Probaremos en primer lugar que el estadistico S = ( vy | suficiente y completo para el parametro p + 1

dimensional 6 = ( fZ )
Para ello, tengamos en cuenta que la funcion de densidad de Y se puede escribir del siguiente modo:

1 1
To(Y) = P {—F,B’X’X,B} exp {_F(YZY - 2,3’X’Y)} =89S

(27T)n/2(0-2)n/2 2
Aplicando el Teorema 17 de factorizacién de Neyman-Halmos-Savage, el estadistico S es suficiente.
Ademas, si escribimos X'Y = (S1,...,5,) e Y'Y = S p+1, podemos observar que

i=1

1 p l_ p
26(S) = C(6) exp {—PS,,H £ %Sl} = C(8) exp {Q,,H(e)Y’Y £ Q,-(O)S,}
i=1
siendo

o2 yeees P

1 1
c) —T‘_Q,thtxﬂ} s Opr1(0) = Ry Qi(0) =

1

11



Puesto que la distribuciéon Normal multidimensional pertenece a la familia exponencial, el Teorema 18 de
completitud en esta familia y obtenemos que el estadistico S también es completo.

Para demostrar que T es también suficiente y completo, bastard probar que es una transformacién biyectiva de
S. En efecto,

B=XX)'X'Y
_ 1
o =

n—p

Y'Y - BX'Y) = ﬁ(YtY ~ (XYY (X'X)"'X'Y)

y por tanto, B8y o> se pueden obtener como una transformacién de S. Ademas dicha transformacion es biyectiva,
puesto que

X'Y = X'X)8
1 —~2 | i
Y'Y =n-po +BXX)B
b) Puesto que ’ﬁ y 0 son estimadores insesgados de B y o, respecivamente, el Teorema 19 de Lehmann-

Scheffé garantiza que

E[BTI =B
E[72|T] = 77

son los estimadores insesgados de minima varianza de By o2, respecivamente, lo cual concluye la demostracion.

Corolario 9 Sea ¢ = A'B, A € R? un funcional lineal de B y sea ;’b\ = /l’/ﬂ\ su estimador insesgado. Se verifica
que:

a) ¥ ~ N, 2 (X X))
b) ;0\ y 0% son variables aleatorias independientes.

c) Y es el estimador insesgado de minima varianza de .

Demostracion

Queda como ejercicio propuesto.

Ejercicio propuesto:

Demostrar el Corolario 8.

12



2.4. Modelo Lineal Normal: intervalos y regiones de confianza

Intervalo de confianza al nivel 1 — « para o

Proposicion 10 Sea 0 < a < 1y sean )(n pas2 Y §% los cuantiles de orden 1 — a/2 y a/2, respectiva-

n—-p,l-a/2
mente, de una distribucion x*(n — p). Entonces

(n—p)a* (n-p)o>
2 > 2
Xn—p,a/Z Xn—p,l—a/Z

es un intervalo de confianza al nivel 1 — a para 0.

Demostracion

Utilizando el apartado b) de la Proposicién 7, obtenemos que

-2
2 (I’l - P)O' 2 —
P (Xn—p,l—a/z < T2 an—p,a/z) =l-a

o0 equivalentemente

P <o

2 2
Xn—p,a/Z Xn—p,l—a/Z

(n=p)o> _ 5 _ (n—p)?r‘z):l_a’

lo cual concluye la demostracion.

Intervalos de confianza al nivel 1 — « para funcionales lineales de .

En primer lugar, proporcionaremos los intervalos de confianza para los funcionales de la forma ¢ = g, i =
1,...,p, es decir, para las coordenadas de . Posteriormente, dejaremos como ejercicio la deduccién de los
intervalos de confianza para el caso general de funcionales lineales de la forma ¢ = 2’8 con A € R”.

Proposicion 11 Sea 0 < @ < 1y sea t,_p o2 el cuantil de orden 1 — a/2 de una distribucion t(n — p). Entonces

[,Bi — T i ti—pa)2 » Bi + T Vcii tn—p,a/z]
concii,i=1,...,p eli-ésimo coeficiente de la diagonal de (X'X)™!, es un intervalo de confianza al nivel
l—aparaB;,i=1,...,p.

Demostracion
Por el apartado a) de la Proposicion 7, sabemos que ﬁ ~ N,(B, o?(X’X)~!) y por tanto, su marginal i-ésima
también es normal, concretamente 5; ~ N(85;, oci). Tipificando obtenemos

/31 Bi
a'\/c_,, ~N(,1)

Por otro lado, utilizando los apartados b) y c) de la Proposicion 7 obtenemos que (n — p)T2o? ~ ¥ (n - p) y
que dicha variable es independiente de ﬂ y por tanto, también de ,8, De todo ello se deduce que

Bi =Bl e _Bi—pi
V= p)a?/(n - p)o?) T Vi

~ t(n— p)

13



En consecuencia, si t,,_, /2 €s €l cuantil de orden 1 — «/2 de la distribucién #(n — p), se verifica

pi =i
P(—tn_p,a/z < b\l_\/_l Stipap|=1-a

12

Despejando 3; obtenemos que

P(,Bt -0 Vciitn—p,a/Z < ﬂi Sﬂi +0 Vciitn—p,a/Z) =1-a,
y la demostracién estd completa.

Proposicién 12 Sea = A'B, A € R? un funcional lineal de B. Si 0 < & < 1y ty_pq/2 es el cuantil de orden
1 — /2 de una distribucion t(n — p), entonces

I = [/ltﬁ - \//lt(XtX)_l A ln_p,a/z S /ltﬁ +o \//lt(X[X)_l A ln_p’a/z}

es un intervalo de confianza al nivel 1 — « para .

Demostracion

Queda propuesta como ejercicio.

Region de confianza al nivel 1 — @ para 8

Proposicion 13 Sean 0 < a < 1y F),,_, o el cuantil de orden 1 — a de una distribucion F(p,n — p). Definimos
el siguiente subconjunto de RP:

R=1{zeR: (2= BX'Xz~B) < pFFpupal.
Se verifica que P(B € R) =1 — a y en consecuencia, R es una region de confianza al nivel 1 — a para B.

Demostracion

Por el apartado a) de la Proposicion 7, sabemos que ,E ~ Ny(B, a?(X'X)™!). Como X'X es definida positiva,
existe una matriz simétrica e invertible (X’X)!/? tal que X'X = (X'X)"/2(X'X)!/2. Se verifica ademds que

7= é(XfX)W(E—,B) ~ N,(0,1,)
y por tanto
1 - —
Z7=—B-Pp'XX)B-H) ~ X (p)

Por otro lado, utilizando los apartados b) y ¢) de la Proposicion 7, obtenemos que (n — p)F2jor ~x*n-p)y
que dicha variable es independiente de B y por tanto, también de Z'Z.
De todo ello se deduce que

BB XX)B - B)/(po?)
(n— p)a2/((n - p)o?)

En consecuencia, si F,,—p, €s €l cuantil de orden 1 — « de la distribucion F(p,n — p), se verifica

1 — —
= pEZw -B'XX)B-B) ~ F(p,n-p)

1 B B n oy —_
P (ﬁ(ﬁ -B'XX)B-p) < Fp,n_p,a) =P ((ﬂ B X' X)B-B) < p0-2Fp,n—p,a) 1w

14



y de este modo concluye la demostracién.

Observacion: La regién R es un elipsoide centrado en 8. Si Ay > --- > 4, > 0 son los valores propios de
(X'X) yei,...,ep, los correspondientes vectores propios que forman una base ortonormal, entonces los ejes de
R estdn en las direcciones de e, . .., e,. Ademds la longitud del eje i-ésimo viene dada por

Ejercicio propuesto:

Demostrar la Proposicion 12.
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2.5. Modelo Lineal Normal: Contraste de Hipotesis

En este apartado, bajo las hipétesis del Modelo Lineal Normal, presentaremos los contrastes de hipdtesis mas
habituales en Modelos Lineales de Rango completo y proporcionaremos test de hipdtesis que nos permitan
decidir en dichos contrastes.

2.5.1. Contraste H, : 8 = 8* (8" vector de constantes conocidas).

En la hipétesis nula de este contraste se asume que el vector de parametros 8 toma un valor conocido de R?. El
siguiente resultado nos proporciona un test de hipétesis no aleatorio basado en la regioén de confianza calculada
en la Proposicion 13:

Proposicion 14 Dado a, 0 < a < 1, un test de hipdtesis de extension a para el contraste Hy : B = B* es
1 si F>Fpupa
d(Y) =

0 si F<Fpupa

siendo

_B-BYXX)(B-B)
po?

Es decir, el test @ propone rechazar Hy al nivel de significacion a si F > Fj, ,_;, 4.

F

Demostracion

Consideramos la regién de confianza R calculada en la Proposiciéon 13 y proponemos el siguiente test no

aleatorio:
1 si B¢R
O(Y) =
0 si BeR

Es inmediato comprobar que 8" € Rsiy s6lo si F < F), ,_, . En cuanto a la extension de @, puesto que es ®
no aleatorio y R es una region de confianza al nivel 1 — «, tenemos que:

Ext® = Pﬂzﬂ*(q) =1)= Pﬂzﬂ*(ﬂ* ¢R) =a

lo cual concluye la demostracion.

2.5.2. Contraste H, : ¥ = ¥, siendo ¥ = 1’8 con A € R” conocido y ¥, € R valor conocido.

En este caso, la hipétesis nula es que una combinacion lineal de las coordenadas de 8 toma un valor conocido.
El siguiente resultado nos proporciona un test de hipétesis no aleatorio basado en el intervalo de confianza
calculado en la Proposicion 12:

Proposicion 15 Dado a, 0 < a < 1, un test de hipdtesis de extension a para el contraste Hy : ¥ = P es
L si |T| > typap

DY) =
0 si |T|< th—p.a/2
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siendo

—

Y-y,

FAXX) 1A

Es decir, el test ® propone rechazar Hy al nivel de significacion « si

T =

¥ — Wy
T > h—paj2-
o \//lt(XfX)—‘/l

Demostracion

Es andloga a la de la Proposicion 14, considerando en este caso el intervalo de confianza [ calculado en la
Proposicién 12.

Un caso particular de interés es el contraste Hy : 8; = 0, siendo i un indice fijo. En este caso, el test calculado
en la Proposicion 15 propone rechazar Hy al nivel de significacion « si

1Bil > by
E\/C_ii_ n—p,a/2s

siendo c;; el i-ésimo coeficiente en la diagonal de la matriz (XX)~ 1.

253 Contraste Hy : 5, = --- =, =0,k < p.

Proporcionaremos un test de hipétesis, por el procedimiento de la razén de verosimilitudes.

Estadistico de la razén de verosimilitudes: Este estadistico, al que denotaremos A, se define del siguiente

modo:

2.
A SUPg, —..2g,=0 LB, 0%Y) ®
Sup‘BERp O—2>0 L(B, 0-2, Y)

Segin vimos en la Proposicion 6, el supremo del numerador se calcula como sigue:

. -1 n/2
sup  L(B,0%Y) = L(B,%Y) = ( . ~z) .
BERP 02>0 2no

Para calcular el supremo del denominador, dividamos la matriz X = (X|X5), donde X; y X, contienen, respec-

tivamente, a las k primeras y p—k tltimas columnas de X y denotemos ¥, = (B1,...,8¢)"' Y ¥2 = Br+1s - - - ,,Bp)’.
El modelo lineal bajo Hy : 81 = - - = B¢ = 0 se expresa del siguiente modo:
E[Y] = Xoy, )

Nos referiremos al modelo (9) como Modelo Reducido por Hy. No es dificil comprobar que r(X,) = p—k y por
tanto el Modelo Reducido (9) es un Modelo Lineal de Rango Completo. Aplicando de nuevo la Proposicion 6

obtenemos que los estimadores de maxima verosimilitud de ¥, y o en este modelo son, respectivamente,
— _ =2 1 — —
72= (XX XY, 7= (Y - X07)'(Y ~ Xo7))

y la verosimilitud mdxima en el modelo reducido es

2
—2
2n o
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El estadistico de la razon de verosimilitudes A definido en (8) queda como sigue:

= n/2 )
A = (27r 52) [EZ )"/ (SCE )”/2
=2 - |1=| =\t
(=" & SCEr

siendo S CE la suma de cuadrados de los residuos en el modelo original y S CEg la suma de cuadrados de los
residuos en el modelo reducido por Hy. Utilizando la matriz H definida en (4) y que también se puede calcular
para el modelo reducido, tenemos que

A\ _ Y@, -HY
Y'(I, - Hy)Y
siendo H = X(X'X)" !X’y H, = Xz(X;Xz)‘lX’Z. El test de razén de verosimilitudes se expresa como sigue:
1 si A<cC,
O(Y) = (10)
0 si AY">cC,

siendo C,, una constante que hemos de determinar para que el test tenga extensiéon a (0 < a < 1)

Distribucion del estadistico: Para determinar completamente el test (10), nos resta calcular la constante C,, de
modo que dicho test tenga extension a. Para ello necesitamos conocer la distribucién de probabilidad de A%/".

Aunque las formas cuadraticas del numerador y denominador tienen asociadas distribuciones chi cuadrado,
no son variables aleatorias independientes, y por tanto no es posible obtener la distribucién asociada a dicho
estadistico. Para poder determinar C,, hemos de expresar el test (10) en funcién de otro estadistico cuya
distribucién sea conocida. Para ello reescribimos el estadistico de la razén de verosimilitudes del siguiente
modo: . .
o YO -HY (1, - B)Y _ 0
Y@, -H)Y Y@ -HY+YMH-HL)Y Q+0r

1D

donde
0 =YI,-HY=SCE y Q=Y MH-H)Y.

A partir de Qg y de @y, el siguiente resultado nos proporciona un estadistico cuya distribucidn es conocida:

Proposicion 16 Con las notaciones anteriores, se verifica que:

. 1
a) Se verifica que Q1/o* ~ x*(k, 27zyflel @, - H)X y)).
b) Qoy Qi son independientes.

c)
n-pQ !

Demostracion

a) Aplicamos de nuevo el Teorema 1 sobre formas cuadréticas, visto en el Tema 1. Para deducir que la dis-
tribucién de Q1 /0% es y*(r(A), u'Ap/2), bastara probar que AV es idempotente, siendo

1
A=—SH-H), p=Xg, V=0’
o

18



Como AV = H — Hj, bastara probar que dicha matriz es idempotente o, equivalentemente, que I, — H + H;
es idempotente. Ahora bien, teniendo en cuenta el Lema 3, I,, — H y H, son idempotentes y (I, — H)Hy =
{a@, - H)Xz(thXz)‘lxt2 = 0, ya que X; son las tdltimas p — k columnas de X. Por tanto, se obtiene que

L,-H+Hy)* =@, -H’ +H; + (I, -HDH, + K[, -H) =L, - H+ H,

es decir, I, — H + H, y H — H; son idempotentes y en consecuencia Q; tiene distribucion chi cuadrado no
central.
Vamos determinar los pardmetros de esta distribucién:

rA)=rH-H)=trH-Hy) =tr(H)-tr(H) =p-(p—-k) =k

Por otro lado, utilizando de nuevo que (I - H)X = 0, se obtiene que

1 1 1 1 1

SpAp = —BX'H - H)XB = ——— B X1, - XS+ —BX'(1, - H)XB = —BX'(I, - Hy)XB

2 200 20 200 20

y teniendo en cuenta que XB = Xy + Xoy, ¥, por el Lema 3, (I, — H2)X, = 0, se obtiene que el parametro de

no centralidad es ] !
iﬂtAﬂ = F?’ﬁxi(ln -H)Xy, (12)

b) Aplicamos el Teorema 3 sobre independencia de formas cuadraticas, visto en el Tema 1. Para deducir la
independencia de Qg y 01, bastard probar que BVA = 0, siendo

A=H-H,, V=¢’,, B=L,-H
En efecto, teniendo en cuenta que (I, - H)H = 0y (I, - H)H, = 0 (Lema 3), se obtiene que:
BVA = o>(I, - HYH - H,) = *(I, - H)H - o>(I, - H)H, = 0

como queriamos probar.
¢) Es consecuencia inmediata de a) y b) y de la definicién de la distribucién F' de Snedecor no central, que
aparece en el Tema 1.

Extension del test: Utilizando la Proposicion 16 podemos calcular el valor critico del test @ definido en (10).
En efecto, partiendo de (11) podemos escribir:

Oo+Q1 1+01/Q 1+%F

y teniendo en cuenta que la funcién f(x) = 1/(1 + nTkpx) es estrictamente decreciente en R*, tenemos que existe
una constante C, tal que
A<C, siy sélo si F>C,

Por tanto, el test de razén de verosimilitudes (10) se puede reescribir en términos del estadistico F del siguiente

modo:
1 si F>C,
O(Y) =

0 si F<C,
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Resta calcular el valor critico C/, para que el test ® tenga extensién «. Para ello, asumiendo Hj cierta, se
verifica que ¥, = (B1,...,Br)" = 0y teniendo en cuenta (12), el pardmetro de no centralidad de la distribucién
de F también es igual a 0. En consecuencia,

@ = Ext® = sup P(F > C),) = P(F(k,n—p) > C,)
Y.=0

Por tanto, para que el test @ tenga extension «, C,, = Fin_pq, siendo Fy,_, , €l cuantil de orden 1 — a de la
distribucién F(k,n — p).
En resumen, el test de razon de verosimilitudes propone rechazar Hy al nivel de significacion a si F' > Fi—p.o-

2.54 Contraste Hy : Yy =--- =y =0,k < p,y ¢; funcional lineal de 8,i = 1, ... , k.
Este es el contraste mas general que abordaremos en esta seccion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que ¥y, ..., son linealmente independientes. Un caso particular de interés es Hy : 81 = --- = S, es decir,
que k coordenadas de 8 son iguales, lo que es equivalente a Hy : 81 — B = -+ = Br—1 — Br = 0, que tiene la
forma indicada con ; = 8; — B, i =1,...,k— 1.
Si consideramos y; = AiB, con 4; € RP, i = 1,...,k, linealmente independientes, podemos reformular el
contraste Hy : Yy = --- =y = 0 como Hy : U =0, donde

4

U, =
2

esuna matriz k X py r(U;) = k.
El test que obtendremos, es una generalizacion del test de hipétesis calculado en el apartado 2.5.3 Para ello, re-

formularemos el modelo en términos de nuevos parametros. Sean Ai41, ..., A, € R? linealmente independientes
de A;,..., Ak € RP. Denotaremos
/l§c+l U
oo 1) ()
X b2
P

La matriz U es cuadrada de orden p y r(U) = p por lo que es invertible. Ademas, denotando también, para
i=k+1,....,p, ¥ =ABydenotando ¥ = (Y1, ..., ¥k, Yit1s--- ,:,l/p)’, se verificaque ¥ = UB. SiV = Ul el
modelo lineal se puede reescribir como

E[Y] = X8 =XVUB = Z¥

siendo Z = XV una matriz n X p y r(Z) = r(X) = p. Se trata de un modelo lineal normal de rango completo. El
contraste de Hp : 1 = --- = 4 = 0 en este modelo es del mismo tipo que el contraste estudiado en el apartado
2.5.3, por lo tanto, el test que desarrollamos en este apartado se puede utilizar aqui.
Mais concretamente, si tomamos Z,, la matriz formada por las dltimas p —k columnas de Z, entonces Z, = XV,
es la matriz que agrupa a las p —k dltimas columnas de Z y, de acuerdo a los visto en el apartado 2.5.3, podemos
definir el estadistico
Fe n—pY(H-H)Y

 k Y(I,-HY

siendo H = Z(Z'Z)"'Z' y H = Z,(Z!,Z,)""Z),. Se rechaza HO al nivel de significacion a si F > Fy,—p.q.
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Queda por probar que el estadistico F' no depende de los vectores Aiy1,...,4, € R” que hemos elegido para
completar la base.

Respecto al denominador, es sencillo verificar (queda propuesto como ejercicio) que
H=27ZZ7)'7 = XX'X)"'X (13)

Por tanto, la forma cuadratica del denominador, es la suma de cuadrados de los residuos, la misma que que
aparecio en el apartado 2.5.3 y que fue denotada por Qy.

Respecto al numerador, si tomamos V», la matriz formada por las dltimas p — k columnas de V, entonces

Z, = XV,. Si suponemos que hemos elegido otro conjunto de vectores distintos 441, ..., 0, € R’ y denotamos
t
6k+1 U
U= y U= ( w )
o ?
p
Puesto que Ay,. .., A, forman una base de R?, se verifica que

6,~=a51/11+---+a,-k/lk+a,-k+1/lk+1+---+a,-p/lp, i=k+1,...,p

o0 equivalentemente

I, 0
U = U
( Az | Axp )

siendo
Ai+11 - -+ Ak+1k Ak+1k+1  -+-  Qik+lp

Ao = : : s Axp =
apl ... apk Apksl  ---  App
Por lo tanto, si W = (U’)"!, la matriz del modelo con esta otra transformacién seria Z’ = XW. La relacién

entre Vy W viene dada por
W= V( L 0 )

~A5 A [ Ay

Si denotamos por W, a la matriz formada por las p — k dltimas columnas de W, se obtiene que W, = V2A£21.
De este modo, si Z/, es la matriz que agrupa las p — k tltimas columnas de Z’, se verifica que

Z’z =XW, = XV2A£21 = ZZAEZI .
Entonces, procediendo igual que en (13) se verifica que
Zy(Z)'Zh) N (Z)) = Zo(Z2) "' Zh = Hy,

lo cual demuestra la invarianza de H, ante “cambios de base”.
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Apéndice: Resultados de Inferencia Estadistica

Teorema 17 (de factorizacion de Neyman-Halmos-Savage) Sea Y = (Y1,...,Y,)" una muestra aleatoria
con funcion de densidad conjunta fg(y), 6 € ® CR° y T : R" — O un estadistico.
Entonces T es suficiente para el parametro 8 € © si y solo si existen gg : R* — Ry y h : R" — R, tales que

To(Y) = gg(T(Y)h(Y).

Teorema 18 (de completitud en familias exponenciales) Sea Y = (Y1,...,Y,)" una muestra aleatoria con
funcion de densidad conjunta fg(y), 0 € ® C R* y T : R" — O un estadistico. Supongamos que fg(y)
pertenece a la familia exponencial de distribuciones y que O tiene interior no vacio en R®.

Entonces T = (Ty,...,Ty)" es completo si y sélo si existen funciones C : @ — R, 01,...,0; : ® > Ry
h:R" — R, tales que

Jo(Y) = C(@)exp Z QiOT(Y)) ¢ h(Y).

=1

Teorema 19 (de Lehmann-Scheffée) Sea T un estadistico suficiente y completo y sea 6 un estimador inses-
gado del pardmetro 6. Entonces E[0|T] es el estimador insesgado de minima varianza de 6.
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Tema 3: Modelo Lineal de Rango No Completo

3.1 Introduccion

En este tema consideraremos un vector aleatorio n dimensional Y = (Y1,...,Y,)" que se ajusta un modelo
lineal, es decir, que verifica

E[Y] =XB
siendo X una matriz de orden n X p (p < n) de constantes conocidas y 8 = (B1,...,53,)" es un vector de

pardmetros desconocidos. Equivalentemente, Y se puede escribir
Y =XB+6,

siendo & un vector aleatorio n-dimensional con E[E] = 0.

La novedad que presenta este modelo respecto al estudiado en el Tema 2 es que supondremos que se trata
de un modelo de rango no completo, es decir, r(X) = k < p.

En funcién de las hipdtesis que asumamos sobre la distribucién de Y (o equivalentemente sobre la distribucién
del vector de errores &), podemos distinguir:

e Modelo Lineal Bésico: asumiremos Cov[Y] = Cov[E] = ¢21,,.

e Modelo Lineal Normal: asumiremos Y ~ N,(Xg, o1, (equivalentemente & ~ N, (0, o21p)).

Nuestro objetivo en ambas situaciones serd realizar inferencias sobre el vector de pardmetros, 8, y sobre com-
binaciones lineales de dichos pardmetros, v = A'B, con A € RP. También estamos interesados en la varianza
de las observaciones y de los errores, 0. Sin embargo, veremos que la estimacién del pardmetro 8 no va a ser
factible utilizando procedimientos similares a los del Tema 2.

Por ello, la forma de proceder que seguiremos serd la de realizar un cambio de pardmetros en el modelo
(reparametrizacion) de modo que obtengamos un Modelo Lineal de Rango Completo al que si podamos
aplicar la teoria estudiada en el Tema 2. Esto lo haremos en el punto 3.2, y més concretamente en el apartado
3.2.1 que es el mds importante de este tema.

3.2. Estimacion en el Modelo Lineal de Rango No Completo.

3.2.1 Estimacion puntual en el Modelo Lineal Basico.

En primer lugar, al igual que en el Tema 2, intentaremos obtener estimadores de 8 (ya veremos que no obten-
dremos buenos resultados). Buscamos el valor de f que minimice la expresion:

B =Y -XB)(Y - XB).

Aplicando el método de minimos cuadrados al igual que hicimos en el Modelo Lineal de Rango Completo
(derivando parcialmente respecto a 3, ...,8, € igualando a O dichas derivadas parciales), obtenemos que los

estimadores 8 de minimos cuadrados para 8 en el Modelo Lineal de Rango No Completo deberian ser las
soluciones del sistema de ecuaciones normales

X'XB = X'Y



Ahora bien
k=rX) = r(X'X) < rXXIX'Y) = r(X'X|Y)) < r(X") =k

Por tanto, el rango de la matriz de los coeficientes, XX, es igual al rango de la matriz ampliada (X"X|X"Y) por
lo que, aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible. Pero dicho rango es igualak < p
que es el nimero de incégnitas, por lo que dicho sistema es compatible indeterminado y por tanto tiene infinitas
soluciones.

Esto no significa que B tenga infinitos estimadores. De hecho f no tiene estimadores lineales insesgados. En
efecto, si AY, con A matriz p X n, fuera un estimador lineal insesgado de B tendriamos que

B =E[AY] = AE[Y]=AXB, BeR’
Por tanto, como la igualdad es cierta para todo 8 € R”, debe ocurrir que

I, =AX

p=

lo cual es imposible porque
rdy)) =p yr(AX) <r(X) =k <p.

Por tanto en un Modelo Lineal de Rango no Completo, no todas las transformaciones lineales de S tienen
estimadores lineales insesgados. El propio parametro 8 no los tiene. Nuestro interés se centrara en
funciones lineales de S para las que existan estimadores lineales insesgados, a las que denominaremos
“funciones lineales estimables”, que definimos a continuacion.

Definicion 1 (funciones lineales estimables). Diremos que = A'B, es una funcion lineal estimable (f.l.e.) si
tiene algin estimador lineal insesgado, es decir, si existe un vector ¢ € R", tal que T = ¢'Y es insesgado:

E[T] = E[c'Y] = AB paratodo B € RP.
De la definicién anterior se deduce que ¢ = A’B f.l.e. siy solo si
W =AB=CcE[Y]=cXB paratodof € R’
por tanto, si ¢ = (cq,...,¢,)' y X, ..., X, son las filas de X lo anterior es equivalente a que
A=Xec=cX; 4+ -+, X,
Hemos probado que

Proposicion 1. ¢ = AB es fle. siy solo si es A es combinacién lineal de las filas de X. En particular,
X’lﬁ, ..., X! B son f.l.e. Como ademds, r(X) = k, el niimero mdximo de f..e. linealmente independientes es k.

Ejercicio propuesto. Probar que la combinacion lineal de f.l.e. es una f.l.e.



Caracterizacion de las f.l.e. y calculo de estimadores

Veamos otra forma de comprobar que i = A'Bes f.le.

Proposicion 2. = A'B es f.lLe. siy solo el sistema de ecuaciones X'Xr = A es compatible (el vector r € RP
contiene a las incognitas de dicho sistema).

Demostracion. Siy = A'Bes f.l.e., hemos visto anteriormente que A = X'c para algiin ¢ € R". Apliquemos de
nuevo el Teorema de Rouché-Frobenius para ver que el sistema X'Xr = A es compatible indeterminado:

k= r(X'’X) < r(X'X|2) = r(X'X|X'¢) = rX'X|e)) < r(X") =k
Es decir, el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada, k, que es menor que
el nimero de incdgnitas, p, y por tanto el sistema X'Xr = A es compatible indeterminado.

Reciprocamente, si suponemos que dicho sistema es compatible, podemos tomar una solucién particular ro que
verifica (por ser solucién) que X'Xry = A, o trasponiendo, A" = r{X'X.

Si tomamos ¢ = Xry , demostraremos a continuacién que ¢'Y es un estimador insesgado de ¢ y, aplicando la
Definicién 1, obtendremos que i es una f.l.e.

En efecto, como ¢! = rgX’ ,
E[c'Y] = r,X'E[Y] = r\X'XB = 1B =

O

Observacion: En el resultado anterior, se prueba ademds que si r( es una solucién de X’Xr = A, entonces
:,’b\ = rz)XtY es un estimador lineal insesgado de . El problema que plantea dicho estimador es que, en principio,
depende de la solucién ry del sistema X'Xr = A que tomemos. El siguiente resultado da solucién a dicho
problema.

Proposicion 3. Si Eo es una solucion de las ecuaciones normales, X' Xﬁ = X'Y, se verifica que ’(/7 = Atﬁo. Por
tanto el valor de yr no depende de la solucion r elegida para el sistema X'Xr = A.

Demostracion. Supongamos que S, es solucion de las ecuaciones normales, es decir, verifica que
X'XB, = X'Y
Entonces, como X'Xrg = A (o trasponiendo rjX'X = A') se tiene que
T _ WXV — I XIXR. — MR
v =r XY =r X'Xg, = 1B,

De este modo, si r; es otra solucién del sistema X'Xr = A, realizando los mismo célculos que en la ecuacién
anterior se obtendria que
Iwiv _ )R _ !
roX'Y =18, =r XY

Por tanto la definicién de ¥ no depende de la solucién del sistema X'Xr = A que elijamos para calcular dicho
estimador. O

Corolario 4. Si Uy,..., U, son las filas (6 columnas) de X'X entonces y, = U\B, ..., ¢, = U B son fle.

Demostracion. Se deja como ejercicio. O



Proposicion 5 (Propiedades de los estimadores).

a) Seay = X'By sea ¥ su estimador lineal insesgado. Entonces Var[y] = 0'2r6X’Xr0 = o-zrg/l, siendo 1
cualquier solucién del sistema X'Xr = A.

b) Siy; = /l’lﬁ Yo = /lgﬁ sonfle. y :,/b\l y :,/b\z son sus respectivos estimadores lineales insesgados, entonces
T 2
COV[!//I, !7[’2] =0 rIIXtXI‘Z =0 rlﬂZ =0 rzﬂl,
siendo ry y r; soluciones de los sistemas X'Xr = A; y X'Xr = Ay, respectivamente.

Demostracion.
Apartado a)

Puesto que ¢ = r, XY y Cov[Y] = o1, (modelo lineal basico), se obtiene que
Var{] = Cov[y] = Cov[riX'Y] = ry X’ Cov[Y]Xry = or)X'Xr,

Apartado b)

Queda propuesto como ejercicio. Se realiza de forma andloga a la demostracién del Apartado a). O

La Proposicién 2 nos proporcioné una forma de calcular el estimador insesgado de una fle. y = 8.
Basta encontrar una solucién particular del sistema X'Xr = 1y a partir de ella se obtiene el estimador y
su varianza. La matriz XX y el vector X'Y pueden obtenerse de las ecuaciones normales del modelo.

La Proposicion 3, nos indica que el estimador de  también puede obtenerse calculando una solucién
particular S de las ecuaciones normales (z// /lﬁ) Sin embargo este procedimiento no permite el calculo
de la varianza de w

Ejercicio propuesto. Probar el Corolario 4 y el apartado c¢) de la Proposicién 5.



Teorema de Gauss-Markov y ejemplo

Proposicion 6 (Teorema de Gauss-Markov). Se verifica que ’zj; es el estimador lineal insesgado de minima
varianza de , es decir, si T = ¢'Y es otro estimador lineal insesgado de s, entonces Var[T]| > Var[y] y se da
la igualdad siy solo si T = .

Demostracion. Tomemos a € R” tal que T = a,/l/\ + a'Y (en realidad a = ¢ — Xr). Por ser T insesgado para ¢
se obtiene que
W =E[T]=E[y]+aE[Y]=¢y+a'XB BeR’

Por tanto,
a’XB =0 paratodo 8 € R?
y en consecuencia, a’X = 0 (equivalentemente X'a = 0). Utilizando esto dltimo y que v = r(’)X’Y y Cov[Y] =

o1, (modelo lineal bésico)

Var[T] = Var[y] + Var[a'Y] + Cov[,a'Y] = Var[y] + Cov[a'Y] + Cov[r)X'Y,a’Y]
2,1

= Var[y] + o2a'a + O'er)X’a = Var[y] + o2a'a
Sia=(a,...,a,), entonces a'a =}, a? > 0 luego
Var[T] = Var[y] + 0% Y a* > Var[y]

Ademads se da la igualdad si y solo si 37, af = 0, o equivalentemente sia = 0. Como T = l/,//\ + a'Y, se dard la

igualdad siy s6losi T = /W\ O

Ejemplo 1. Consideremos el modelo lineal basico definido por las ecuaciones

Eil= B + B + B3
EY>2]= pi + B3
E[Y3] = B

E[Y4l= 281 — 36 + 2B3

a) Hallar las ecuaciones normales del modelo.

b) Probar que ¥| = 81 — 26> + B3 y ¥» = 51 + B3 son funciones lineales estimables y hallar sus respectivos
estimadores lineales insesgados de minima varianza, ¥; y ¢».

c) Calcular Var[/t,lf\l], Var[l///\z] y Cov[a,’l/\l,;b\z].

Apartado a)

En primer lugar es sencillo comprobar que

i (1) i 6 -5 6 Yl—Y2+2Y4
X = 0 1 0 XX=| -5 11 -5 XY=| Y +Y;-3Y,
2 3 2 6 -5 6 YI—Y2+2Y4



Las ecuaciones normales del modelo son por tanto:

Bi - B + 68 = Yi-Yr+2Vy
—5B1 + llﬁg - 5ﬁ3 = Y1+Y;3- 3Y4
661 — 5P + 683 = YI-Yr+2Y,

Suprimiendo la tercera ecuacidn, que es redundante y tomando, por ejemplo, 83 = 0, obtenemos una solucién
particular de este sistema:

—~ 1 —~ 1 —~
ﬂ1:H(16Y1—11Y2+5Y3+7Y4) ﬁzzﬂ(llyl—5Y2+6Y3—8Y4) ﬁ3=0

Apartado b)
Si B = (B1,B2.53)", entonces Y = APy o = Ay con
A=(1,-2,)" 'y A=(,01)

Para probar que /1 y ¥, son f.l.e. basta aplicar la Proposicion 1 comprobando que 4; y 4> son combinacién
lineal de las filas de X, lo cual queda como ejercicio.
Para calcular ¢ y ¥, tenemos dos opciones (el resultado es el mismo):

e Calcular y; = /ltlﬁ y @ = A{B conﬁ solucidn particular de las ecuaciones normales.

e Obtener soluciones particulares, ry y bfr,, de los sistemas de ecuaciones X'Xr = 2; y X'Xr = A, y
calcular ¢ = r|X'Y, ¢, = r}X'Y.

Por cualquiera de estos procedimientos se obtiene que
— 1 — 1
lﬁ] = H(—6Y1 -Y, - 7Y3 + 23Y4) lﬂz = H(I6Y1 —11Y, + 5Y3 +7Y4)

Queda como ejercicio realizar los cdlculos por los procedimientos indicados.
Apartado c)

Este apartado queda como ejercicio. Como indicacidn, se puede utilizar la Proposicién 5 de propiedades de
los estimadores o, mds directamente, si denotamos Y = (Yi, Y2, Y3, Y4)!, como Cov[Y] = oL, entonces
Var[¢'Y] = o%c’cy Cov[c! Y, ¢, Y] = o¢) .

Ejercicios propuestos.

1. En el apartado b) del ejemplo, probar que 4; y A; son combinacién lineal de las filas de X.

2. Realizar los cdlculos necesarios para obtener las expresiones de ’lﬁ\l y @ que se indican en el apartado b)
del ejemplo.

3. Calcular las varianzas y covarianza propuestas en el apartado c) del ejemplo.



Reparametrizacion

El concepto de f.1.e. puede ser utilizado para realizar un cambio en los pardmetros del modelo que lo transforme
en un modelo de rango completo. Surge asi el concepto de reparametrizacién que pasamos a definir.

Definicion 2 (Reparametrizacion). Llamaremos reparametrizacion del modelo lineal de rango k a una coleccion
v = /l’lﬁ, .., Yk = B de funciones lineales estimables linealmente independientes.

Si denotamos
7 A
y=| | . L=|:
Yk A,
se verifica que L es una matriz de orden kX p y r(L) = k y que ¥ = L. También llamaremos reparametrizacién
al vector .

Si y = Lp es una reparametrizacién del modelo y Ay, .., A son las filas de L, entonces y; = A\B,...,yk =
A.B son fle. linealmente independientes. Como el nimero maximo de f.l.e. linealmente independientes es
k, cualquier otra f.l.e. se puede escribir como combinacién lineal de 7y, ...,y En particular, si denotamos
Xi,..., X, alas filas de X se verifica que

XiB = zuyi+- -+

XB = zayi+-+2um
X.B = zuayi+cc+ Yk
0 escrito matricialmente
21 ... 2k
XB=7Zy ,siendoZ = :
nl -+ Znk

Teniendo en cuenta la igualdad anterior, Y se ajusta a un modelo lineal que depende de los nuevos pardmetros:
E[Y]=Zy

Nos referiremos a este modelo como modelo reparametrizado.

La matriz de este modelo, Z, es de orden n X k. Como X = ZL, se verifica que r(Z) = k. En efecto, si r(Z) < k,
entonces
rX)=r(ZL) < r(Z) < k

lo cual contradice la hipétesis de que r(X) = k.

Por tanto, el modelo reparametrizado es un modelo lineal de rango completo. Aplicando la teoria estudiada en
el tema anterior para el Modelo Lineal Bisico, el estimador de minimos cuadrados de y y el estimador de o
tienen las siguientes expresiones:

— _ _ 1
Y=@DIY y 7 =-—-Zy'(Y-Zy)

Ambos estimadores son insesgados. Ademas se verifica el siguiente resultado:



Proposicion 7. Si B, es una solucion particular de las ecuaciones normales X'Xp = X'Y, entonces y = L,
y en consecuencia

_ 1 —~ —
o’ = — (Y = XBy)' (Y - XB,)

Demostracion. Puesto que las ecuaciones normales del modelo reparametrizado, Z'Zy = Z'Y, son un sistema
compatible determinado y por tanto tienen solucion unica, para establecer la primera igualdad bastard probar
que L es solucion de dicho sistema.

Sabemos que B, verifica X'X8, = X'Y y como X = ZL se obtiene que

L'Z'ZLB, = L'Z'Y
o0 equivalentemente _
L'(Z'"ZLB, - Z'Y) =0

Si consideramos L’x = 0 como un sistema homogéneo de n ecuaciones con k incégnitas, puesto que r(L') = k
es compatible determinado y por tanto su tnica solucioén es x = 0. En consecuencia, se deduce que

ZZILBy-Z'Y =0
o0 equivalentemente _
Z'Z(LBy) = Z'Y
es decir, LEO es solucién de las ecuaciones normales del modelo reparametrizado.

Ademids, XE) = ZLﬁO = Zy y por tanto

_ 1 . 1 —~ _
o= ——(Y-Zy) (Y - Zy) = —(Y = XB)'(Y - XB,)
n—k n—k
O

En cuanto a la estimacién de f.l.e., también puede realizarse en el modelo reparametrizado. En efecto, si
Y = A'B es una fle., tiene que ser combinacién lineal de yi,...,yx, es decir, y = p'y para cierto p € RF.
Ademds se verifica que

A=y =py=pLB, BeR’
y por tanto A' = p'L (equivalentemente A = L/p).
De este modo, si B, es una solucién de las ecuaciones normales X'X8, = X'Y, teniendo en cuenta la Proposicién
7, el estimador de minimos cuadrados de i se calcula del siguiente modo:
y=Ap=pLB=py
y por tanto coincide con el estimador lineal insesgado de minima varianza en el modelo reparametrizado.

Ejercicio propuesto. Indicar una reparametrizacién del modelo lineal del Ejemplo 1.



3.2.2. Estimacion puntual en el Modelo Lineal Normal.

Sea Y vector aleatorio n dimensional que se ajusta a un Modelo Lineal Normal de rango no completo, es
decir, Y ~ N, (X8, 0*1,,) con X matiz n X p yr(X) = k < py B € R? (equivalentemente, Y = X + & con
& ~ Ny(0,01p)).

Seay = LB una reparametrizacién e Y = Zy + & el modelo lineal de rango completo reparametrizado. Sean¥y'y
o los estimadores insesgados de ¥ y o2, respectivamente. Puesto que estamos en un Modelo Lineal de Rango

Completo, podemos aplicar las Proposiciones 1 y 2 del Tema 2 (apartado 2.2.2) para deducir las siguientes
propiedades:

a) 7~ Nely,a*(Z'D)™).

2
b)@—?l~fm—m
g

¢) 7 y o son independientes.

d) Elestadistico T = ( ;’2 ) es suficiente y completo.

A partir de estas propiedades, podemos deducir las correspondientes de las funciones lineales estimables. Sea
= A'Buna funcién lineal estimable y sea p € R tal que y = p'y y sea i el estimador insesgado de ¢ calculado
en la seccidn anterior.

Proposicion 8. Se verifican los siguientes enunciados:
a) ¥ ~ N, 0'21'6(X’X)r0), siendo vy cualquier solucion del sistema X'Xr = A.
b) :ﬂ y 0% son independientes.
c) /1//\ es el estimador insesgado de minima varianza de .

Demostracion.

Apartado a)

Sabemos que /w\ = ryX'Y e Y tiene distribucion Normal. Luego g/b\ es la transformacion lineal de un vector
Normal y por tanto Normal.

Apartado b)
Sabemos que i = p'y y, por las propiedades anteriores, 3 es independiente de o-2. Luego ¢ es funcién de 7 y
por tanto también independiente de o°°.

Apartado c)
Como i es insesgado paray y T = (7', o) suficiente y completo, aplicando el Teorema de Lehmann-Scheffé
obtenemos que

EWIT] = E[pHT1 = p¥ =¥

es el estimador insesgado de minima varianza de . O



3.2.3 Intervalos de confianza en el modelo lineal Normal.

Utilizando las propiedades del apartado anterior podemos deducir intervalos de confianza para o y para una
f.l.e. . Queda como ejercicio deducir este Gltimo.

a) Intervalo de confianza para o al nivel de confianza 1 — a:

B

(n—ka*  (n-ka? l
2 2

Xn-karz  Xn-kl-a/2

siendo Xfl_k a2y Xfl—k a2 cuantiles de orden 1—a/2 y a/2, respectivamente, de la distribucién y*(n—k).

b) Intervalo de confianza para una f.l.e. = A'B al nivel de confianza 1 — «

[/ll’\ = tuka)2 \JOTHXXONG , U + tapar2 \/52r6(X’X)ro]

siendo ry solucién del sistema X'Xr = Ay #,_ /2 cuantil de orden 1 — /2 de una distribucién #(n — k).

Ejercicio propuesto: Deducir el intervalo de confianza al nivel 1 — « para ¢ utilizando las propiedades estu-
diadas en el apartado 3.2.2.
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3.3. Contraste de hipotesis en el Modelo Lineal de Rango No Completo.

Nos planteamos el contraste de la hipétesis Hy : ¢ = -+ = 5 = 0,cons < ky y; = /lﬁﬁ, i=1,...,s,
funciones lineales estimables linealmente independientes.
Si consideramos una coleccién de f.l.e. linealmente independientes, Y541 = /li B Uk = /l,’(ﬂ que, a su vez,
linealmente independientes de ¥, . .., ¢, entonces
t
Y A
/lt
wo| ¥ | L3, conL=| /*
Ys+1 /ls+1
t
Ui A

es una reparametrizacién del modelo, es decir, Y ~ N,(Z¥, a1,) para una matriz Z de orden n X k 'y r(Z) = k,
que es un modelo lineal de rango completo.

El contraste de Hy : ¢y = --- = ¢y = 0, planteado en dicho modelo, es el mismo que ya resolvimos en el
apartado 2.4.3. del Tema 2. Por tanto podemos utilizar el test de hipétesis calculado en dicho apartado.
El estadistico de contraste se calcula del siguiente modo:

F:n—k%
s Qo

siendo Qp = (Y — XEQ)’ (Y - XEO) =Y'd,-HY = SCE, es decAir, la suma de cuadrados de los residuos del
modelo original, con B, solucién de las ecuaciones normales X'XB8 = X'Y y H = Z(Z'Z)"'Z!.

Para calcular Q;, tengamos en cuenta que el modelo reducido por Hy es Y ~ Ny (Z,¥>,0%1,) con ¥, =
(Wss1s-- .01y Z la matriz formada por las dltimas k — s columnas de Z. De este modo,

01 =YH-H)Y =Y'1,-H)Y-Y'{A,-H)Y =SCEr - SCE

siendo S CER la suma de cuadrados de los residuos en el modelo reducido por Hy y H = ZZ(Z’ZZZ)‘IZ’Z.
Con estas notaciones, se rechaza Hy al nivel de significacién a si F > F k.

Ejercicio propuesto: Sea i funcién lineal estimable. Deducir, a partir del intervalo de confianza para ¢, un
test de hipdtesis de extension « para contrastar la hipotesis Hp : ¢ = g con ¥ valor conocido.
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Tema 4: Modelos de Diseno de Experimentos

4.1 Introduccién al Diseiio de Experimentos

El objetivo de un experimento es estudiar el efecto que sobre una variable de interés, que llamaremos varia-
ble respuesta, tienen otras variables que llamaremos variables experimentales o factores. Supondremos que la
variable respuesta es continua y que los factores se fijan durante el experimento a ciertos niveles determinados
(se les suele considerar como variables cualitativas, aunque en ocasiones vengan expresados en escala numéri-
ca). El experimento consiste en seleccionar ciertas unidades experimentales, fijar los niveles de los factores y
observar el valor de la variable respuesta en cada unidad experimental. El ndimero total de datos es el tamafio
del experimento.

El diseno estadistico de experimentos es el proceso de planificacién de un experimento para obtener datos
apropiados, que pueden ser analizados mediante métodos estadisticos para extraer conclusiones validas y obje-
tivas.

La metodologia estadistica es el inico enfoque objetivo para analizar un problema que involucre datos suje-
tos a errores experimentales. Por tanto, el disefio del experimento y el andlisis estadistico de los datos estdn
estrechamente relacionados, ya que el método de andlisis depende directamente del disefio empleado.

En este tema veremos una serie de modelos que se adaptan a unos disefios experimentales bastante comunes.
Como hemos dicho antes, en todos estos modelos aparecerdn dos elementos comunes:

= La variable respuesta (Y): la caracteristica que puede ser observada, medida y analizada. Supondremos
que es cuantitativa continua y con distribucién normal.

= El factor o factores: un factor es una variable cuyo posible efecto sobre la respuesta se quiere estudiar;
los niveles de un factor son los valores que puede tomar el factor. El factor serd tratado como una variable
cualitativa.

La forma de disefiar un experimento es distribuir a las unidades experimentales entre los distintos niveles del
factor para posteriormente medir el valor que la variable respuesta toma en dichas unidades experimentales.

= Si el experimentador determina los niveles del factor que serdn considerados se dice que el modelo es de
efectos fijos

= Si el experimentador toma una serie de niveles al azar entre todos los niveles del factor se dice que el
modelo es de efectos aleatorios

= Un modelo con mas de un factor donde los niveles de algunos factores hayan sido fijados y los de otros
factores se hayan seleccionado aleatoriamente se denomina modelo mixto



4.2 Experimentos con un factor. Efectos fijos

4.2.1 Diseino completamente aleatorizado

Llamaremos disefio completamente aleatorizado a aquel en el que la asignacion de los niveles del factor a cada

una de las unidades experimentales consideradas se hace totalmente al azar.

Ejemplo. Supongamos que un agricultor quiere comparar el rendimiento de 5 fertilizantes en la produccién
de trigo. Un procedimiento posible seria tomar 20 parcelas de tierra y sembrar en ellas el trigo, escogiendo el
fertilizante A para cuatro de ellas, el B para otras cuatro, y asi sucesivamente. La asignacién de los fertilizantes
a las parcelas se haria mediante un procedimiento aleatorio y de cada una de ellas se obtendria el dato de la

produccién obtenida en dicha parcela.

El Modelo Lineal que se corresponde con esta definicion es:

En este modelo, el vector de observacioneses Y = (Y11, ..., Yy, ), el vector de parametros es 8 = (i, 71, . . .

por tanto p = k + 1, y la matriz del modelo es:

1 1 0 ... 0

1 10 0
0 1 0 Y
X - R : XY = Yy
101 ... 0 I
: Y.

1 0 0 1

1 0 0 ... 1

T

siendo Y; = Z?zl Yiyi=1,...,keY = Zé‘zl Z?’zl Y;;. La matriz X tiene N filas. En la columna 2 hay n,
unos, en la columna 3 hay n; unos y asi sucesivamente hasta llegar a la dltima columna donde hay n; unos. Se

verifica que r(X) = k < p = k + 1, por tanto es un modelo de rango no completo.
Observaciones.

= En el modelo de efectos fijos, 7;,i = 1,...,k, son pardmetros desconocidos.

» Siny =--- = g, el modelo se dice balanceado. En caso contrario se dice que es no balanceado.

= Asumiremos, en general, que & ~ Ny(0, o21y), siendo & = (&11,.. ., Ein,)', aunque para algin resultado

la normalidad no sea necesaria.



Ecuaciones Normales del Modelo. Para obtener las ecuaciones normales de este modelo (X’XE = X'Y),
podemos utilizar que E[X'Y] = X’XB. De este modo, teniendo en cuenta que

ElY]=Nu+nty+- - +mry ElYil=nu+mnt, i=1,...,k

obtenemos las ecuaciones normales del modelo:

N,TI + n1?1+---+nk?k Y.
I’liﬁ + I’lﬁ'\,’ = Yl'., i:1,...,k

Una solucién particular de estas ecuaciones, que se obtiene imponiendo la condicién Zf: 1 Ti=0,es
I — =N _ (Vv V. _V V. _V \
B:@,Tl,...,Tk):(Y_.,Yl_—Y._,...,Yk.—Y_.)

donde Y; =Yi/nii=1,....,k,eY =Y /N.

Estimacion puntual.

En primer lugar, vamos a considerar el conjunto de k funciones lineales estimables (f.1.e.) linealmente indepen-
dientes que nos proporcionan las filas de X, {u+ 7;, i = 1,..., k}. En el siguiente resultado proporcionamos los
estimadores de estas f.l.e.

Proposicion 1 El estimador insesgado de minima varianza de u+t; es i+t = Y;, i = 1,..., k. Ademds se
verifica que
— 0'2 —  —
Var(Y;) = —, COV(YZ'I_, Yiz.) =0, i1#i

1

Demostracion. Utilizando la solucién de las ecuaciones normales calculada anteriormente, el estimador inses-
gado de minima varianza de u + 7; es

AFTi=g+T,=Y +Y -Y =Y,

El célculo de la varianza y covarianza de los estimadores, aunque se puede realizar utilizando la teoria del Tema
3, es mds sencillo si tenemos en cuenta que Yy, ..., Yy, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas. De este modo

0.2
n

i

— 1 < nio?
Varl¥;] = — D Var(yj] = —5 =
i =1 i

Por ultimo, sii; # iz, como Y, es funcién de Y;1,..., Yil”il eY;, esfunciénde V;,..., Yizni2 y ambos grupos

de variables son independientes, también lo serdn I_/,-l_ e Y;, y por tanto Cov[l_/il_,l_/iz_] =0.

A continuacién nos centraremos en un conjunto de f.l.e., los contrastes, que nos serdn de gran utilidad para
comparar la influencia de los distintos niveles del factor sobre la variable respuesta.

Definicion 1 (Contraste) Diremos que ¢ = Z?:l ¢;T; es un contraste si Zle ¢, =0.



Proposicion 2 Una combinacion lineal de 7y, ..., T, ¥ = Zle ¢;T; es una funcion lineal estimable si y solo si
es un contraste.

El estimador insesgado de minima varianza de ¥ es (///\ = Zle ¢iY: y ademds Var[ll,//\] = o2 Z;‘:l cl.2 /n;.

Demostracion.
Siy = Zf.‘zl ¢;T; es una funcion lineal estimable entonces tiene que ser combinacidn lineal de y+ 7y, ..., u+ 74!

De aqui se deduce que A; = ¢; y que Zf.‘: 1Ci = Zf.‘: 1 Ai =0, luego ¢ es un contraste.
Reciprocamente, si ¢ = Zf.‘: | CiTi €S un contraste, entonces Zf.‘:l ¢; = 0y por tanto
k k
Y= Zcm = Zci(ﬂ"'Ti)
i=1 i=1
luego es combinacioén lineal de f.l.e. y por tanto es f.l.e.

La demostracién de la segunda parte queda como ejercicio.

Ejemplo. Las funciones 7;, —7;, i1 # i2 son contrastes. Su estimador insesgado de minima varianza es Y;, — Y,
y la varianza de este estimador es 0'2(1/711'1 + 1/n;).

Por tiltimo proporcionamos el estimador insesgado de 2.

Proposicién 3 El estimador insesgado de o es

Demostracion. Utilizando la Proposicién 6 del Tema 3, sabemos que el estimador insesgado de o es
7= (Y= XB)(Y - XB) = —<Y’Y -BX'Y)

siendo B cualquier solucién de las ecuaciones normales.

En nuestro caso tenemos
= @a?la---a?k) = <Y9Y1 _Y..’“"Yk. _Y)

XY=, Y,...0%) =Y .mY,....mY)
. =2
De este modo es sencillo obtener que FXtY = Zile nY;.
Ejercicio propuesto. Demostrar la segunda parte de la Proposicién 2.

4



Propiedades de los estimadores

Haciendo uso de la Proposicion 7 del Tema 3, obtenemos las siguientes propiedades de los estimadores obteni-
dos anteriormente:

] /J/+\Tl :?i. ~N(/J+Tl‘,0'2/ni),i: 1’--’7k'

Siy = Zle ¢;T; es un contraste, entonces ¥ ~ N(, o2 Zle cl.z/n,-).

(N = k)o?/o? ~ y*(N = k).

= i+ 7; y o2 sonindependientes, i = 1,...,k.

Siy = Zle c;T; es un contraste, entonces i y o> son independientes.

Intervalos de confianza al nivel de confianza 1 — «

Particularizando los intervalos obtenidos en el Tema 3 para f.l.e. obtenemos las siguientes expresiones:

= Intervalo de confianzaparau + 1;,i=1,...,k,alnivel l —a (0 < @ < 1):
- o - o
Yi — — tN—kap, Yi + — IN-
[ i. \/n—l N-k,a/2 i. \/n—l N k,a/Z]

= Intervalo de confianza para un contraste Zle c¢iti,alnivel l —a (0 < a < 1):

CL.2 k — - r Ci2
— IN-ka/2 Zi_l ¢iYi + o0 Zi—l - IN—ka/2
= =l n;

k — . r
lZizl i —o Zi:l n;
siendo #y_t,q/2 €l cuantil por la derecha de orden /2 de una distribucién #(N — k).

Contraste de hipotesis

En este modelo, el contraste mas importante a realizar es
H02T1 =...=Tr

Caso de rechazar Hy, quedard probado que existen ij, i» tales que 1;, # T7;,, y por tanto el factor presenta
influencia significativa sobre la variable respuesta. Habra que investigar qué niveles del factor presentan efectos
diferenciados, para lo cual se llevard a cabo un procedimiento de comparaciones mdltiples que se estudiard mas
adelante. Por el contrario, si aceptamos Hy, los efectos de todos los niveles del factor sobre la variable respuesta
se considerardn iguales y no se podrd afirmar que existe una influencia del factor sobre la dicha variable.

La hipétesis Hy es estimable puesto que se puede expresar como Hy : 7y — Ty = ... =T —Tx = 0. Las k- 1
funciones 7; — 7, i = 1,...,k — 1 son contrastes y, aplicando la Proposicién 2, funciones lineales estimables
linealmente independientes.



Para calcular el test de hipétesis, seguiremos los pasos indicados en el apartado 3.3 del Tema 3.

ler paso: modelo reducido por Hj reparametrizado.
El modelo reducido por Hy es

Y,-j:,u-i-‘l']+8,'j, i=1,....k j=1,....n
Si denotamos y = u + 71, el modelo reducido reparametrizado es:
Yii=y+&j, i=1,...k; j=1,...,n

2° paso: formas cuadraticas asociadas al test. La suma de cuadrados residual Qg, se obtuvo al calcular el
estimador de o2 y tiene la siguiente expresién:

n;

ZZZ

i=1 j=1

Qo = (N - k)5* =

Por otro lado, con las notaciones del tema 3, se verifica que
01 =YH-H)Y=YMH-1,+L-H)Y=Yd,-H)Y -YdA,-HY = Q) - Qo

siendo @, la suma de cuadrados residual en el modelo reducido. Se verifica que (queda propuesto como ejerci-
cio):

y por tanto
n; k
0 = QO_ZZ N?%—ZZ > Y = Zn,Yi—NI_/%
i=l j= i=1 j= i=1 i=1

3er paso: Estadistico F
A partir de las formas cuadraticas calculadas anteriormente se obtiene el estadistico de contraste

_O/(k—-1 N—k%

CQo/(N-k)  k—-10Q¢
cuya distribucién, asumiendo Hy, es F ~ F(k — 1,N — k), de modo que rechazaremos Hy a un nivel « si
F > Fi_1 N—k- El célculo del estadistico F se resume en la siguiente tabla de andlisis de la varianza:

Fuent d dos d Media
uep e.s/ ¢ gra 05 de Suma de cuadrados Cuadrati- F
Variacion libertad ca
N-k
Debida a H k-1 ZnY NY lel =ﬁ
- - 0
k n; k —2 Q()
E N -k = Y2 - Y nY,
rror Qo El LY El nY; N_k

6

Ejercicio propuesto: Calcular la suma de cuadrados residual, Qf) del modelo reducido por Hy.




Comparaciones Muiltiples.

Cuando el test de hipétesis estudiado anteriormente nos lleva a rechazar Hj, hemos de investigar qué
niveles del factor presentan efectos diferenciados. Para ello se utilizan los procedimientos de compara-
ciones multiples, que consisten en contrastar, de modo simultaneo, las (]2‘) hipotesis

(>i1,i2) . _ S S : ;
I‘I(J T =T, l1,lz—1,...,k, 11 <1

Aunque existen multitud de procedimientos de comparaciones multiples, solo estudiaremos algunos de ellos:

Método LSD de Fisher. Se basa en los intervalos de confianza al nivel de confianza 1 — @ para los contrastes
Ti, — Tip, 11,02 = 1,...,k, i1 < ip. Particularizando los intervalos que vimos anteriormente para los contrastes,
obtenemos la expresion

11 _
— + — IN-ka2: Yiy = Yiy + O
I’li1 I’l,‘2

1
— + — IN-ka/2

I(il,l'z) =Y. - Yy -0
nj, nj,

El método LSD (Least Significative Difference) propone la familia de test

N )
MER iLip=1,...,k, ,ii<i
0 si 0€ /G
es decir, se rechaza H(()il’iz)
extension a.

si 0 ¢ I, ,i,). Como ya vimos en los temas anteriores, cada uno de estos test tiene

Sin embargo, al realizar todas las comparaciones simultdneamente, la probabilidad de que el método cometa
un error de tipo I puede aumentar. En efecto, asumiendo 7;, —7;, =0, i1,i2 = 1,...,k, i] <ia:

k
P (U <ip{ @iy iy = 1) < Z Pry =z, (@i, = 1) = Z Pry =2, (0 ¢ Ly i) = (2)0
11<ip 11<i2
Por tanto, la probabilidad de error puede llegar a ser de (Ig)a y por tanto, mucho mayor que «.

Para solucionar este problema, los siguientes métodos proponen calcular intervalos de confianza simultaneos a
un nivel dado 1 — a para los pardmetros 7;, — 7;, coniy,ip = 1,...,k, i1 < iz, es decir, construir intervalos de tal
manera que la probabilidad de que todos los intervalos contengan a sus respectivos pardmetros simultdneamente
sea de 1 — @. Veamos la definicidon:

Definicion 2 La familia de intervalos de {1}}c; se dice que es una familia de intervalos de confianza si-
multdneos, al nivel de confianza 1 — a, para la familia de pardmetros {0} jc; si

Pj€l;paratodo jeJ)>1-a.

Sea {l, i,y : i1,i2 = 1,...,k, i1 < i>} una familia de intervalos de confianza simultdneos, al nivel de confianza
1 — @, para la familia de pardmetros {r; — 7;, : i1,i2 = 1,...,k, i1 < iz}, y construimos la familia de test



{@i0, ¢ 11,02 = 1,...,k, i1 < i} del mismo modo que lo hemos hecho en el método LSD. Asumiendo de
nuevo 7;, —7;, = 0,11,ip = 1,...,k, i1 < i, laprobabilidad de que el procedimiento basado en dichos intervalos
cometa un error de tipo I serd:

P(Ui1<i2{q)i1,iz = 1}) =1-P0O¢€ I(il,iz) para todo i1,ip=1,....,k, i1 <)<«

Por tanto, los procedimientos basados en intervalos de confianza simultidneos si garantizan que la probabilidad
maxima de error en el procedimiento es el nivel de significacién a prefijado.

Método de Bonferroni. Se basa en el siguiente resultado.

Proposicion 4 Si 6 = a/ (g) entonces la familia de intervalos

Liy i) = ?il‘ - Y. -0

11 o
— + — IN-kg2 Yip = Yip + O
n; ni,

1
— + — IN-k)2
I’li1 I’l,'2

es una familia de intervalos de confianza simultdneos, al nivel de confianza 1 — a para la familia de pardmetros
{T,‘1 — T : i],ig = 1,...,k, i] < iz}.
Demostracion. Queda como ejercicio.

En base a esta familia de intervalos, el método de Bonferroni propone rechazar la hipétesis H(()il’m ITi, =T a
un nivel de significacion a si 0 € I, ;,).

Método de Tukey. Este método se basa en la distribucion de probabilidad de Tukey, que se define del siguiente
modo:

Definicion 3 Si Z,,...,Z; y U v.a. independientes con distribuciones: Z; ~ N(0,1),i=1,...,ky U ~ )(z(s),
entonces a la distribucion de la variable aleatoria

|Z; — Zj|
i<j \UJs

la llamaremos distribucion de Tukey de pardmetros k y s y la denotaremos por q(k, s).

Proposicion 5 Si el modelo es balanceado y denotamos n = ny = - - - = ny, entonces el estadistico

g= méx |Yi1~ - Yi2~ - (Til - Tiz)l
i1<ip o/ \n

tiene distribucion de Tukey de pardmetros ky N — k.

En consecuencia, si denotamos qin-kq al cuantil de orden « de la distribucion de Tukey de pardmetros k 'y
N —k, es fdcil probar que la familia de intervalos

— —

= = s 5 o .
Liviy = Yi. =Yy — —=quN-ke> Yii. = Vi + —=GkN-ka| i1,02=1,....k
\n \n
es una familia de intervalos de confianza simultdneos, al nivel de confianza 1 — a para la familia de pardmetros
{T,‘1 —Tj : i1,i2 = 1,...,k, i1 < iz}.



Demostracion: Sabemos que Y; ~N (u+ 7, o?/n) y tipificando,

Y: —u—
Z HOT NGO, 1), i=1,... .k
o/ n
Ademds como Y, ..., Y son independientes, también lo son Zy, . .., Z;. Por otro lado, también sabemos que
N - k)o?
U= % ~ x*(N = k)
g
y ademds, como o2 es independiente de Yi,..., Y, tenemos que U es independiente de Zy, ..., Z;. Estamos

por tanto en condiciones de aplicar la Definicién 1 y obtenemos que

Yi,. =Y, —(ri; —7i)l

_ , |Zi1 - Zi2| _ o/\n — mix IYil- - ?iz- - (Tl'l - Ti2)|
i< \JU/(N = k) (N—k)o2 i1<iz o/ n
(N—=k)o?

tiene distribucién de Tukey de pardmetros ky N — k.

Para demostrar la segunda parte, sabemos que

o . .
I —a=P(q < qiN-ka) = (lel —(1i, —Tp)I < TQk,N—k,a paratodo iy, ir = 1,...,k, i1 < lz)
P( v Yi,. —( ) < tod 1,...,k, i1 < )
=P|——Gi N-ka < T — T ara todo iy, = , i <1
\/ﬁCIk,N ka < it~ Ty V—QkN —ka P 1,12 1 <12
=P(t;, —7i, € I, i) paratodoiy,ip =1,...,k, ij <ip)

lo cual concluye la demostracion.

En base a este resultado, el método de Tukey propone rechazar H(()il’iZ) : T;, = T;, al nivel de significacién « si
0 & Liy.ip)-

Método de Scheffé. Proporciona intervalos de confianza simultdneos al nivel 1 — @ para todos los contrastes
Zle ¢;7;. Concretamente, si ¢ = (¢1,...,cr) € R* verificando Zle c; = 0, los intervalos

k

k k k
Ie= | e¥i =T (k= DFicinra ) (2/m), Y ei¥i +T | (k= DFicin-ka Y (cH/n)
i=1 i=1 i=1

i=1

constituyen una familia de intervalos simultaneos al nivel 1 —a para el conjunto de todos los contrastes (no pro-
baremos este enunciado ni lo dejaremos como ejercicio). En particular para los intervalos para los contrastes
de la forma 7;, — 7;, tienen la siguiente expresion:

1 1 .. . .
I(il,iz) = Y - le ia'\/(k— I)Fk—l,N—k,a(_ + —) .1, = 1,...,k, 1n<n

n,-l I’ll'z

El método de Scheffé propone rechazar H(()i"iQ) : Tj, = Tj, al nivel de significacién a si 0 & I, ;,).

Ejercicio propuesto. Demostrar la Proposicion 4 (Indicacion: utilizar la desigualdad de Bonferroni, segun la
cual P(N,A,) > 1 -3, P(A))).



4.2.2 Diseno de bloques al azar.

Llamaremos diserio de bloques al azar a aquel en el que las unidades experimentales estdn divididas en grupos,
denominados blogues y la asignacion de los niveles del factor a cada una de las unidades experimentales de que
consta cada bloque se hace totalmente al azar. Ademds, dentro de cada bloque se aplicardn todos los niveles del
factor.

Ejemplo. Supongamos que queremos comparar 4 catalizadores para el petréleo crudo. Una forma de disenar
el experimento es tomar al azar 5 barriles de petréleo crudo, cada uno de ellos dividirlo en 4 partes y asignar
un catalizador a cada una de esas partes para cada barril. La asignacion de los catalizadores a las partes de cada
barril 1a haremos al azar, utilizindose en cada barril los 4 catalizadores.

El Modelo Lineal que se corresponde con esta definicion es:

Yij:ﬂ+7i+6j+8ija i=1,...,r; j=l,...,s

dondepuyr,i=1,...,r,y0d; j=1,...,s son pardmetros desconocidos.
En este modelo, los vectores de observaciones y pardmetros son, respectivamente, Y = (Y,...,Y,)  y B =
(u,71,...,75,01,...,0,). Portanto p = r + s + 1, y la matriz del modelo es:
110 ... 010 ...0
1 1.0 ... 001 ...0
1 1 0 0 1 Yy
1 01 010 0 Y
1 0 1 0 1 0
X = : XY = Y,
1 0 1 0 0O 1 Y,
1 00 110 0 Y
1 00 1 01 0
1 00 ... 100 ... 1

siendo Y; = ijl Yiji=1,...,r,Y;=3"_ Y, j=1,...,seY =3, j.:l Y;;. La matriz X tiene s filas.
En las columnas de la 2 ala » + 1 hay s unos. Las columnas de la r + 2 ala r + s + 1 (las Gltimas s columnas)
estdn formadas por r copias apiladas de la matriz I;. Se verificaque r(X) =r+s—1 < p =r+ s+ 1, por tanto
es un modelo de rango no completo.

Asumiremos, en general, que & ~ N,4(0, o), aunque para algin resultado la normalidad no sea necesaria.

Ecuaciones Normales del Modelo. Teniendo en cuenta que parai =1,...,r;j=1,...,s,

r N N r
E[Y)=rsu+ Y ste+ » rs,  ElY;]=su+sti+ Y 6,  EX]=r+ ) n+rs;,
k=1 I=1 I=1 k=1
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obtenemos que las ecuaciones normales de este modelo (X! Xﬁ = X'Y) son:

r S —
rsgo+ Y, st + yre = Y
k=1 =1
—_— —_ SA
S|+ ST + >0 =Y., i=1,...,r
=1
—_— r/\ - .
oo+ YT o+ rs; = Y o j=1...s,

>~
Il
—_

Imponiendo las condiciones Y, _, 7x = 0, le:lgz = 0, se obtiene la siguiente solucidn particular de las ecua-
ciones normales:
B:(Y..7Y1._Y..’---7Yr. _Y..’Y,l _Y..s---’Y.S_Y..)t

dondeY =Y /rs,Y; =Y /s, i=1,....r, Y;=Y,/r,j=1,...,s. Estas variables aleatorias tienen interesan-
tes propiedades que exponemos en la siguiente proposicion:

Proposicion 6
a) Var[Y;]=0?/s, VarlY jl=c?/r, i=1,...,r,j=1,...,s
b) Cov[Y; ,Y,1=0, i,ia=1,...,r, 01 # i

¢) CovlY ;.Y ,1=0, jijo=1,....5 ji1 # ja

Demostracion.
Apartado a) Puesto que los errores & ~ N;(0, o1,) se verifica que tanto errores como observaciones son
incorrelados y como hay normalidad son independientes, es decir, Y1y, ..., Y, son independientes con varianza

comin 2. Por tanto

— 1 < so? ot
VarlY; ] = — ;Var[Yij] ===
Anélogamente se prueba que Var[l_/. il = a?/r.
Apartado b) Las medias I_/,-l, e ?il- son funcién de Y;1,..., ¥; s € Yi1,..., Y, respectivamente y como estos

grupos de variables son independientes, también lo son las medias.

Apartado c) Se hace igual que el apartado b).

Estimacion puntual.

Las filas de la matriz X nos proporcionan un conjunto de rs funciones lineales estimables (f.l.e.), {u + 7; + 6,
i=1,...,r, j = 1,...,s}. Cualquier otra f.l.e. es combinacion lineal de las mismas. Sin embargo, no son
linealmente independientes, ya que el maximo niimero de f.l.e. linealmente independientes es r+s— 1. Podemos
extraer el siguiente conjunto de r + s — 1 f.l.e. que si son linealmente independientes:

fu+T1+0L,u+71+002,..., u+T +05,u+ T2+ 0g,..., U+ Ty + )
Tomando la solucién de las ecuaciones normales calculada anteriormente, se deduce que el estimador insesgado

de minima varianzade u+7; +6;i=1,...,r,j=1,...,5es

UAT+ 6, =A+Ti+6; =Y +Y; =Y +Y ;=Y =Y, +Y ;- Y.
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Sin embargo, para el estudio de este modelo son mds interesantes otras f.l.e., los contrastes:

Definicion 4 Un contraste de los pardmetros 1, ...,7, es una funcion ¢ = 3,._, ¢;7; tal que i, ¢; = 0. Un
contraste de los pardmetros 61, . ..,05 es una funcion ® = ij 1 ¢j0; tal que ij 1¢j=0.

Ejemplo. Las funciones 7;, — 7, i1 # i y 0;, =9}, j1 # j» son ejemplos de contrastes de 71,...,7,y 01,...,0s,
respectivamente.

Proposicion7 ¢ =3 ctiy® = Zj.:] cjoj son f.lLe. siy solo si son contrastes.

Demostracion. Se deja como ejercicio. Para hacer ambas implicaciones es conveniente utilizar que ¢ y @ son
f.l.e. si y s6lo si son combinacién lineal de las funciones

U+t +0,u+T1+062,..., u+ T +05, 4+ T2+ 0y, il + Ty + g}

Proposicion 8

a) Si w = ).i_, CiTi es un contraste de Ty, . . T,, entonces el estimador insesgado de minima varianza de
esy = i 1c,Y y su varianza Var[yy] = o i lc2/s

b) Si® = Z‘Y 1 C jd i es un contraste de 0, . . ., Jy, entonces el estimador insesgado de minima varianza de ®©

es @ = > =1 €Yy su correspondlente varianza Var[®] = o Z - c? /r.

Demostracion. Es andloga a la segunda parte de la Proposicién 2, que fue propuesta como ejercicio. Como
indicacidn, utilizar la Proposicién 6.

Finalizamos este apartado con la estimacién de o2.

Proposicion 9 El estimador insesgado de o es
(r— D(s—-1) = — J -

Demostracion. Se deja como ejercicio. Como indicacion, utilizar que si 8 es una solucién de las ecuaciones
normales, entonces:

P yy_Fxv
rs—(r+s-1)

Ejercicios propuestos. Demostrar las Proposiciones 7 y 9.
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Propiedades de los estimadores

Haciendo uso de nuevo de la Proposicion 7 del Tema 3, obtenemos las siguientes propiedades para los estima-
dores anteriores:

= Siy =3, ¢iT; esun contraste de 7y,...,T,, entonces v ~ Ny, o2 i cl.z/s).
n Sid= 25:1 c;6; es un contraste de 1, ..., J,, entonces D ~ N(®, o ijl c?/r).

(r=1)(s = DT /0 ~ }*((r = (s = 1).

Si ¢ es un contraste de 71, ..., T,, entonces ¢ y o2 son independientes.

Si @ es un contraste de ¢y, .. .,d, entonces ® y o2 son independientes.

Intervalos de confianza al nivel de confianza 1 — o

Particularizando los intervalos calculados en el Tema 3 para f.l.e. obtenemos las siguientes expresiones:

= Para un contraste de 7¢,..., T, ZLI CiTi,
r — - r 5 r — - r 0
Zi:l ¢Yi — o Zi:l ¢ /s Ir-1D)(s-1)a/2 » Zi:l c¢Yi + 0 Zi:l ¢ /s Lr-1)(s=1),a/2
= Para un contraste de 61, ..., 65, Xy €0,

s — - s 5 s — - s 5
[Zj:l ciY i — 0}/2}.21 /T -1y s-1)0/2 » Zj:] c;Y i+ 0'\/2].:1 cilr l(r—l)(s—l),a/z]

siendo f(,—1)(s—1),0/2 €l cuantil por la derecha de orden «/2 de una distribucién #((r — 1)(s — 1)).

Contraste de hipotesis

En este modelo el contraste mas importante a realizar es
Hy:mi=---=1,

es decir, se contrasta la influencia (si rechazamos Hy) del factor en la variable respuesta. Desde el punto de
vista matemdtico, también se puede contrastar

Hjy:6) ==,

Este contraste carece de interés desde el punto de vista aplicado, ya que investiga una posible influencia de
los bloques en la variable respuesta. Ademas, a la hora de interpretarlo, hay que tener un poco de cuidado, ya
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que en la divisién en bloques no hay la componente de aleatoriedad requerida, por lo que puede llevarnos a
resultados engafiosos.

En el ejemplo propuesto al principio de este apartado, el contraste Hy nos permite detectar diferencias entre los
catalizadores, que es el objetivo del experimento. Por su parte, el contraste de H{ nos permitiria detectar diferen-
cias entre los distintos barriles, que seguramente han sido elegidos con distinta procedencia para incorporarlos
al experimento como bloques.

Ambas hipdtesis son estimables puesto que se pueden expresar como Hy : 71 — 7, = ... = T,-1 — T, = 0y
H(’) :01—05=...=041 -7y =0ylasfunciones 7;—7,,i=1,...,r—=1yd;—d,, j=1,...,5—1 son contrastes
y, aplicando la Proposicién 7, funciones lineales estimables linealmente independientes.

Consideramos en primer lugar el contraste Hy : T = - -- = 7,. Para calcular el test de hipé6tesis debemos seguir
los pasos indicados en el apartado 3.3 del Tema 3.

ler paso: modelo reducido por H.
El modelo reducido por Hy es

Yij:,u"'Tl+6j+8ij:/~1*+5j+8ija i=1,...,r j:1,...,S

siendo u* = u + 7. No hace falta reparametrizar este modelo porque se corresponde con un disefio completa-
mente donde los bloques actuarian como factor. Segin lo visto en el apartado anterior, la suma de cuadrados de
residuos de este modelo, a la que en este caso denotaremos @, seria:

RN DN
=1

i=1 j=1

Para entender esta expresion, hay que tener en cuenta que tenemos s bloques y por cada bloque hay r observa-
ciones, una por cada nivel del factor. La media de las observaciones para el bloque jes Y ;

El 2° paso (formas cuadraticas asociadas al test) y el 3er paso (estadistico F) quedan como ejercicio.

Anédlogamente se realizarian los cdlculos para contrastar H (también queda. Los resultados aparecen resumidos
en la siguiente tabla de anélisis de la varianza:

F.V. gl Suma de cuadrados M.C. F
r2 -1
Tr. (1) r—1 0= sYﬁ - rsY2 o Fr :M
i=1 " r—1 Qo
5= = f r—10"
BL. (6) s—1 0 =37 - sV’ iYE F,= DA
j=1 - s—1 Qo
Error | (r—=1Xs—-1) | O —iin—Zr" SY; — ir?z +rsY S
0 Frs Py R A T S (r=1Xs—-1)

Ejercicio propuesto: Deducir los test de hipétesis para contrastar las hipétesis Ho y H|). Como indicacion,
seguir los pasos que se vieron en el Disefio Completamente Aleatorizado, pagina 7.
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Comparaciones Muiltiples.

Al igual que ocurria en el disefio completamente aleatorizado, cuando los test de hipétesis estudiados anterior-
mente nos llevan a rechazar Hy o H,, hemos de investigar qué niveles del factor o qué bloques presentan efectos
diferenciados. Para ello se utilizan los procedimientos de comparaciones multiples, que consisten en contrastar,
de modo simultdneo, las (;) hipétesis

(i,i2) . — e : :
H, (T =T, o, ILh=1,0.0,r, i1 <i
0, aunque esto tiene menos sentido como hemos visto antes, las (;) hipdtesis
H(jl’jZ)'(S‘ =0 i =1 i<
0 . J1. — Y2 ’ ]17]2_ 7""s7 Jl .]2'
Sélo veremos aqui comparaciones multiples para los pardmetros 7, ..., 7,. Las comparaciones multiples para

los pardmetros d1, .. .,d; se realizan de modo andlogo. Los métodos que veremos, excepto el método LSD de
Fisher, se basan en intervalos de confianza simultineos anivel 1 —a (0 < a < 1)

Método LSD de Fisher. Se basa en los intervalos de confianza al nivel de confianza 1 — @ para los contrastes
Ti — Tip, 11,02 = 1,...,r, i1 < ip. Particularizando los intervalos que vimos anteriormente para los contrastes,

obtenemos la expresion
[ — 2 - = 2
Y. -Y;, -0 S tr-1)s-Da2 s Yi =Y +0 S Lr—1)(s=1),0/2

El método L.SD de Fisher propone rechazar H(()i’j ) 7; = 7; al nivel de significacién a si 0 ¢ I, ;).

Ly in)

Método de Bonferroni. Si tomamos y = a/ (;), la familia de intervalos {I, ;,) , i1,i2 = 1,...,r, i1 < iz} con

- - N - - _ I
Yi-Yj-0o \/g lr-1)(s-Dy2» Yi = Yj+0 \/g f(r—l)(s—n,y/zl

es una familia de intervalos simultdneos al nivel de confianza 1 — « para los pardmetros {r;, — 7j,, i1,i2 =
o))

Liy iy =

1,...,r, i1 < iy}. En base a esta familia, el método de Bonferroni propone rechazar H(()i
significacion a si 0 & I, ;,).

: 7; = 7; al nivel de

Método de Tukey. Se utiliza el siguiente resultado:
Proposicion 10 E! estadistico _
Yi.—Yi.— Ty —Ti
q= méx I 1 ,2\ ( 1 lz)l
i1 <ia o/s

tiene distribucion de Tukey de pardmetros ry (r — 1)(s — 1).

Demostracion: Queda como ejercicio. Hay que seguir los mismos pasos que en la demostracion de la Proposi-
cién 5.
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Como consecuencia del resultado anterior, si denotamos g, (-—1)(s-1),e al cuantil por la derecha de orden a de la
distribucién de Tukey de pardmetros r y (r — 1)(s — 1), es facil probar que la familia de intervalos

— —

- g .. . .
Liviy) = Y. = Y. = —=aro-1s-1a> Yir. = Yir. ¥+ —=qri-1)s-Da| 1,02 =1,...,7i1 <2
Vs G
es una familia de intervalos de confianza simultdneos, al nivel de confianza 1 — « para la familia de pardmetros
{ti, =i, : 11,12 =1,...,1, i1 <i2}. Enbase a esta familia, el método de Tukey propone rechazar H(()”J ) T =Tj

al nivel de significacion « si 0 & I;, ;,).

Método de Scheffé. Si F',_| (_1)(s-1), s el cuantil por la derecha de orden a de una distribucién F(r—1, (—1)(s—
1)), entonces la familia de intervalos {1, ;,) , i1,i2 = 1,...,r, i1 <i2} con

s = ~ [20r=1) - - __2(r=1
Y, =Y, -0 TFr—l,(r—l)(s—l),a , Yy =Y, t0o TFr—l,(r—l)(s—l),a

es una familia de intervalos simultdneos al nivel de confianza 1 — « para los pardmetros {r;, — 7;,, i1,i2 =

Liyin) =

1,...,r, iy < ip}. En base a esta familia, el método de Scheffé propone rechazar H(()i’j) : 7; = 7; al nivel de
significacion a si 0 € I, ;).

Ejercicio propuesto. Demostrar la Proposicion 10.

16



4.3 Experimentos con dos factores

En este apartado se consideran experimentos con dos factores de efectos fijos, que serdn tratados como variables
cualitativas y una variable cuantitativa continua, la variable respuesta. El experimentador introduce cambios
simultdneos en los valores de ambos factores y posteriormente observa cémo dichos cambios afectan a la
variable respuesta en varias replicaciones del experimento. Vamos a desarrollar modelos que nos permitan
determinar si los dos factores tienen influencia en la variable respuesta. De acuerdo a la disposicién de los dos
factores en el disefo del experimento podemos distinguir dos tipos de modelos:

Modelos de Clasificacion cruzada: Suponiendo que el primer factor tiene r niveles y el segundo factor tiene
s niveles, se consideran todas las combinaciones posibles de los r niveles del primer factor con los s niveles
del segundo factor. Para la combinacion del i del primer factor con el nivel j del segundo factor se toman n;;
observaciones. Asumiremos n;; > O paratodoi=1,...,r, j=1,...,s, en caso contrario se dice que el disefio
es incompleto. Sin;; = nparatodoi =1,...,r, j =1,...,s, se dice que el disefio es balanceado y en caso
contrario se dice no balanceado.

Denotaremos Y;j; a la k-esima observacion de la variable respuesta cuando se ha aplicado el nivel i del primer
factor y el nivel j del segundo factor,i=1,...,r, j=1,...,5,k=1,...,n;;.

Ejemplo 1. Se investiga si la variedad de trigo y la marca de abono utilizado tienen influencia sobre la pro-
duccién de trigo (en kg. por metro cuadrado, Y). Se consideran 3 variedades de trigo (V1, V2, V3) y cuatro
marcas de abono (A1, A2, A3, A4). Se utiliza cada abono con cada variedad de trigo en tres parcelas. Los datos
obtenidos en este experimento se representan en la siguiente tabla:

Al A2 A3 A4
Yin Y121 Yi31 Yia
V1| Y Y Y13 Yig
Y113 Y123 Y133 Yi43

Yon Y1 Y231 Yo41
V2| Y Yoo Y23 Youo
Y213 Y223 Y233 Y243
Yin Y31 Y331 Y3q
V3| Y Yin Y3z Yig
Y313 Y323 Y333 Yia3

En este caso, r = 3, s = 4yn;; = 3 paratodoi = 1,2,3, j = 1,2,3,4, es decir, se ha realizado un disefio
balanceado. Ademds, Y;j denotard en este caso la produccion de trigo en la késima parcela donde se ha
sembrado la i-ésima variedad de trigo y se ha abonado con la j-ésima marca de abono, i = 1,2,3, j=1,2,3,4,
k=1,2,3.

Cada combinacién de una variedad de trigo con una marca de abono estd representada en una celda de la tabla
anterior. Estamos suponiendo que tenemos observaciones en todas las celdas. Esta denominacion de celda se
utiliza habitualmente en los modelos de clasificacién cruzada para denotar a cada combinacién de un nivel del
primer factor con un nivel del segundo factor. El modelo que hemos de utilizar en el ejemplo es un modelo de
clasificacién cruzada, balanceado con 3 observaciones por celda.



Modelos Anidados: En estos modelos, cada nivel del segundo factor estd supeditado a un nivel del primer
factor. Si el primer factor (factor principal) tiene r niveles, el nivel i de este factor tiene asignados s; niveles del
segundo factor (factor anidado).

Para j-€ésimo nivel del segundo factor anidado al nivel i factor principal se toman 7n;; observaciones. Asumire-

mos n;j > O paratodoi = 1,...,r, j = 1,...,s;, en caso contrario se dice que el disefio es incompleto. Si
njj=nparatodoi=1,...,r, j=1,...,s;, se dice que el disefio es balanceado y en caso contrario se dice no
balanceado.

Denotaremos Y a la k-esima observacion de la variable respuesta cuando se ha aplicado el nivel j del segundo
factor, anidado al nivel i del factor principal, i = 1,...,r, j=1,...,85,k=1,...,n;.

Ejemplo 2. En un instituto de educacién secundaria, los alumnos de 2° de Bachillerato pueden elegir entre 3
optativas: Biologia (B), Fisica (F) y Quimica (Q). Como hay muchos alumnos en este curso, se forman 3 grupos
de Biologfia, 2 grupos de Fisica 'y 2 grupos de Quimica. Se investiga si la optativa elegida y el grupo al que se
adscribi6 al alumno han influido en su nota de selectividad (variable respuesta). Para ello se seleccionaron al
azar 3 alumnos de cada grupo.

Bl  Yiui, Y1, Y3
BiOlnga B2 Y121, Y122, Y123
B3 Y31, Y132, %133

Fisica F1 Y211, Y212, Y213

F2 Y21, Y22, Y223
Ql Y311, Y312, Y313
Q2 Y31, Y320, Y303

Quimica {

En este caso r = 3, 51 = 3, s = 53 = 2y n;; = 3 para todo i, j, es decir, se ha realizado un disefio balanceado.
Ademas, Y;j; denota la nota de selectividad del k-ésimo alumno elegido en el grupo j de la asignatura i.

4.3.1 Modelos de clasificacion cruzada

Supongamos que tenemos un primer factor con r niveles y un segundo factor con s niveles. Supondremos que
el disefio es balanceado se han tomado n observaciones por celda. Sea Y 1a variable aleatoria que representa la
observacion de la variable respuesta en la k-ésima observacidn para la combinacion del nivel i del primer factor
con el nivel j del segundo factor. Asumiremos que estas variables son idénticamente distribuidas dentro de una
celda, es decir, supondremos que Y;ji, ..., Y;j, son idénticamente distribuidas y sea u;; = E[Y;ul, k= 1,...,n.
El concepto clave en estos modelos es el de interaccion.

Definicion 1 Diremos que un modelo es aditivo si
Mij — Hij = Mirj — Hir j paratodoi,i'’ =1,....r j,j=2,...,s.

Si no se verifica alguna de esas igualdades se dice que el modelo presenta interaccion.
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En el primer gréfico se puede ver como las diferencias entre w1, 42,13 ¥ (4 S€ mantienen constantes para todo
i =1,2,3, dando lugar a lineas paralelas, lo que corresponde con un modelo aditivo.

Sin embargo, en el segundo grafico se aprecia que aunque las diferencias entre ;1 y pj» si se mantienen con-
stantes para i = 1,2, 3, tenemos, por ejemplo, que la media w13 es mayor que up;, pero la media uy3 es igual a
21 'y ademds la media 33 es menor que 3. El resultado es que p3, po3 y p33 forman una linea decreciente,
mientras que up;, o1 y 431 forman una linea creciente. Si seguimos observando vemos que pi4, o4 Y M34
forman una linea horizontal. Es decir, las diferencias entre las lineas dependen de si estamos en Al, A2 o A3.
Esto corresponde a un modelo con interaccién.

Desde un punto de vista intuitivo, diremos que existe interaccion en el modelo, si la relacién que puede haber
entre la variable respuesta y uno de los factores puede variar para cada uno de los niveles del otro factor. Si
hubiera interaccion los factores presentarian un efecto conjunto en la media de la variable respuesta. En caso
contrario, los efectos de los factores se sumarian y se dirfa que el modelo es aditivo.

En el Ejemplo 1, la existencia de interaccion significaria que alguno de los abonos produce un mejor (o peor)
efecto en la produccién de trigo si lo utilizamos en una variedad determinada que si lo utilizamos en las otras.
Si el efecto de los abonos en la produccién es el mismo con todas las variedades, el modelo es aditivo.

Ejercicio propuesto. Poner un ejemplo, ajustado a la realidad, de experimento de dos factores con un disefio
de clasificaciéon cruzada y otro ejemplo con un disefio anidado.



4.3.1.1. Diseno de dos factores sin interaccion.

Si contamos con n observaciones por celda y no hay evidencias de interaccion, el Modelo Lineal que se corre-
sponde con este disefo es:

Yijk=/1+7i+6j+8ijk, i=1,...,r; j=1,...,S; k=1,...,n

donde u, 7; y 6; son constantes desconocidas y &;jx son variables aleatorias tales que E[&;3] =0,i=1,...,r,
j=1,...,s,k=1,...,n Portanto, se verifica que

pij = ElYije] = p+ 71 +6;

El pardmetro 7; (resp. ;) representa el efecto que el nivel i del primer factor (resp. el nivel j del segundo factor)
produce en la media de la variable respuesta. El nimero de observaciones en este modelo es rsn y el nimero
de pardmetros p = r + s + 1.

Este modelo verifica que
Mij— MHif =0;—08j = Hpj— Wity paratodoi,i’ = 1,...,r j,j =2,...,s.

luego, de acuerdo a la Definicion 1, es aditivo.

La matriz del modelo, X, tiene las mismas filas que la matriz del modelo de bloques al azar, aunque cada fila
repetida n veces. Por tanto, el rango de ambas matrices es el mismo, #(X) = r + s — 1 < p y en consecuen-
cia es también un modelo lineal de rango no completo. De hecho, el modelo del disefio de bloques al azar,
matemdticamente hablando, se corresponde al caso particular de este modelo, donde hay una tinica observacién
por celda, n = 1. Por ello, toda la teoria que se expone a continuacién es similar a la estudiada en dicho modelo.

Asumiremos, en general, que & ~ N, (0, yen), aunque para algun resultado la normalidad no sea necesaria.

Ecuaciones Normales. Es sencillo obtener que
XIY = (Y’ Yl’ AR Yr..’ Yl’ et Ys)t

3 — r N n — N n . — r n .
siendo Y. = 20y 200y 2y Yijes Vi = 2y 2y Yo i =1, on Y= 30 Y Vi J =1, s,
Procediendo como en el disefio de bloques al azar se obtienen las siguientes ecuaciones normales (se deja como
ejercicio su desarrollo):

rsu + Yo snty 4+ Yp o rmé = Y
nsuy  + SHT; + 2 no

Yi“, i=1,...,r
Y

nr o+ Y nT, + o = Y, j=1,...,5s

Una soluci6n particular de estas ecuaciones, con las restricciones 3,/ 7; = 0, X°_; 6, = 0, es

E: (7,?1 _? R a?}’.. _7...5?.1. _?’ s 97.5. - Y)t

dondel_/m =Y /rsn, I_/,-“ =Y /sn,i=1,...,r, Yj, =Y;/m,j=1,...,s.



Estimacion puntual e intervalos de confianza.

La teorfa de estimacién en este modelo es similar a la del disefio de bloques al azar. Comenzamos dando el
estimador de o

Estimacion de o2: Partiendo de la solucién de las ecuaciones normales, podemos obtener el siguiente esti-
mador insesgado de 0%

1 r S n r 5 S 5 )
ol — ZZZY?»,C—ZMY,- —Zran +rsnY
nrs—r—s+1|4&d4 A - )
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
Los calculos para obtener este estimador son los mismos que los realizados en la Proposicion 9 del apartado de
disefios con un factor (disefio de bloques al azar).

Funciones Lineales Estimables: Las fle. {u+71;+06;,i=1,...,r, j=1,..., s} generan el espacio de f.l.e.,
al igual que ocurria en el modelo de bloques al azar. El estimador lineal insesgado de minima varianza de
u+ti+ojesY;, +Y;-Y ,i=1,....r,j=1,...,s.

Contrastes: Llamaremos contraste de los pardmetros 71, ..., 7, auna funciény = 3/, ¢;t;talque 37_, ¢; = 0.
P s _ Ky Ky _
Llamaremos contraste de los parametros 01, ..., 05 a una funcién ® = }; j=1€j0; tal que =16 = 0.

La definicién anterior es idéntica a la que dimos en el disefio de bloques al azar, por tanto, la teoria relativa a
la estimacion de estos contrastes, se puede extender con pequefios cambios, como se observa en las siguientes
propiedades:

e yY=3criyd= 25:1 c;6jsonfl.e. siy solo si son contrastes.

o Siy = Z,Ll ¢;T; €s un contraste 71,...,T,, entonces su estimador insesgado de minima varianza es
T or v . - 2\ 2
=Y ciYi. y se verificaque y ~ N(y, 0~ Yi_ 7/ sn).

Sid = Z‘l‘l: | €j0; es un contraste de dy, ..., d, entonces su estimador insesgado de minima varianza es
D= ijl c;Y ;. y se verifica que ® ~ N(®, o ijl c?/rn).

o (rsn—r—s+1)c2/c? ~?(rsn—r—s+1).
e Siy es un contraste de 71, ..., 7,, entonces ¢ y o> son independientes.

e Si @ es un contraste de ¢y, .. ., d;, entonces ) y &2 son independientes.
Aplicando las propiedades anteriores, obtenemos los siguientes intervalos de confianza al nivel 1 — a:

e Para un contraste };'_, ¢;7i,

<

D
=i

-5
.. T O - trsn—r—s+1,(y/2
P sn
=

e Para un contraste }}%_, ¢;0,,

©

_ e
CjY.j. 0o Z E Lrsn—r—s+1,0/2
J=1

~.
Il
—_



Contraste de hipotesis

Contrastaremos las hipétesis Hy : 7 = -+ =7,y H(’) 101 == 0.

Para ambos contraste obtenemos que

S n r

,

B ) —2 —2 —2

Qo = Z Yijk — Z snY; - rnY.j. +rsnY
i=1

j=1 k=1 i=1 j=1

©

El modelo reducido por Hy corresponden a modelo de un factor, disefio completamente aleatorizados. En
consecuencia, la suma de cuadrados de los residuos del modelo reducido y la forma cuadritica Q; para el
contraste de esta hipdtesis tienen las siguientes expresiones:

r

Z Z Z ijk Z rn?iz 01 = QOHO -Qo= Z sn?i. - rsnl_/i

i=1 j=1 k= =1 i=1

Anédlogamente, la suma de cuadrados de los residuos en el modelo reducido por H) y la forma cuadrética Q]
para el contraste de esta hipdtesis tienen las siguientes expresiones:

S

H, Z Z Z ijk Z S”Yi. Q) = Qo - Qo = Z rnY - rsn?%_

i=1 j=1 k=1 j=1

Los test de hip6tesis para contrastar Ho y H|, quedan resumidos en la siguiente tabla de andlisis de la varianza:

EV. el Suma de cuadrados M.C. F
- — —-r—s+1
Ft. A r—1 0, =3 snY? - rsnY2 o Fa :M
& o¥i.mron., -1 =10
S 52 =2 (04 (rsn—r—s+1)Q;
Ft. B -1 = Y. — Y =1 s |
’ G = Zrmly ot s—1 SRR
r s n ) r 2 s 2 2 QO
Error | rsn—r—s+1 | Qo=} X 2 Y7, — 2snY; —YrnY ;+rsnY _
P e B B = | rsn—r—s+1

Bajo Hj el estadistico F4 tiene distribucién F(r—1, rsn—r—s+1). Rechazaremos Hy a un nivel de significacién
a si Fa > Fr_{ rsn-r—s+1.a- probando que existen diferencias entre los efectos de los tratamientos del factor A.

Por otra parte, bajo H),, el estadistico Fp tiene distribucion F(s — 1,rsn — r — s + 1). Rechazaremos H(’) a
un nivel de significacion @ si Fp > Fy_{ rm-r—s+1,0, probando que existen diferencias entre los efectos de los
tratamientos del factor B.

En caso de rechazar cualquiera de las hipdtesis anteriores, deberiamos llevar a cabo un procedimiento de com-
paraciones multiples. Los métodos que podemos emplear son los mismos que en el modelo de Bloques al azar,
sustituyendo (r — 1)(s — 1) por rsn — r — s — 1 donde proceda.

Ejercicio propuesto: Deducir las ecuaciones normales de este modelo.



4.3.1.2. Diseno de dos factores con interaccion.

Asumiendo que tenemos n observaciones por celda, el Modelo Lineal que corresponde a este disefio es:
Yijk=ﬂ+T,'+(5j+(T6)ij+8ijk, i=1,...,r; j=1,...,s; k:1,...,n

donde u, 7, 6; y (76);; son constantes desconocidas y &;jx son variables aleatorias tales que E[&; ] = 0,
i=1,...,r,j=1,...,5,k=1,...,n Por tanto, se verifica que

Kij = ElYij] = p+7i + 6 + (76);

El parametro 7; (resp. ¢;) representa ahora el efecto “principal” que el nivel i del primer factor (resp. el nivel
J del segundo factor) produce en la media de la variable respuesta. El pardmetro (70);; representa el cambio
que se produce en la media de la variable respuesta al aplicar la combinacién del nivel i del primer factor con
el nivel j del segundo factor. El nlimero de observaciones en este modelo es rsn y el nimero de pardmetros
p = rs+r+s+1, por tanto para que haya mds observaciones que pardmetros necesitamos (en el caso balanceado)
que n > 2. Si esto no ocurre, es decir, si tenemos una tnica observacién por celda, no podemos ajustar este
modelo.

En general, parai,i’ = 1,...,r, j,j/ =2,...,s, se verifica que
Mij = Mij =0 =06y +(T60)ij = (T0)iy # 6j =0 + (10)ij — (16)ij = pirj — My

luego, de acuerdo a la Definicién 1, el modelo no tiene por qué ser aditivo.

La matriz X de este Modelo es la que aparece a continuacion, si bien hay que tener en cuenta que cada fila se
repite n veces, lo cual no afecta al rango. y su rango es

11 0 ... 0|1 O ... O|1 O ... 0
11 0 ... 0|0 1 0|0 1 0
111 0 0|0 O 1 1
110 1 0|1 0 1
110 1 0|0 1 0 1
1[0 1 0|0 O 1 1
110 O 111 0 0 1
110 0 110 1 0 1
110 0 ... 1/0 O ... 1]0 O ... 1
Se verifica que r(X) = rs < p, por lo que es un modelo lineal de rango no completo. Si & = (Eq11, ..., Ersn)’s

asumiremos, en general, que & ~ N, (0, 0 ren), aunque para algin resultado la normalidad no sea necesaria.



Ecuaciones Normales. Es sencillo obtener que
[Y = (Y7 Y17 ceey Yr..7 Y17 ) Y.S.7 Y117 ) YI’S.)I

siendo Y. = Z;:1 Zk 1 l]kv i. = Z Zzzl Yijka Y] = Zk 1 l]k? lj Zk 1 ljk’ i=1,.
j=1,...,s

Teniendo en cuenta que E[X'Y] = X'XB, podemos obtener facilmente la parte izquierda de las ecuaciones
normales calculando las esperanzas de las variables aleatorias anteriormente definidas:

E[Y ]=rsnu+ Z SnT), + Z rné; + Z Z n(t®) , E[Y;]=snu+ snt;+ ZS: no; + ZS: n(to)

=1 I=1 =1 =1
r r
EY ;]=rnu+ nty + rno; + n(té)n; , ElYij]=nu+nti+no;+ (19);;
j J j j j J

De este modo, las ecuaciones normales XX = X'Y son las siguientes:

rsng + 22:1 snTy  + lezl rné; + 22:1 lezl (o), = Y.
snu + SIT; + X no + 2 (1), = Y, i=1,...,r
TS D VAR /T rné; + Dot n(T6)y = Y, j=1...5s
nuo o+ nT; + né; + n(td); = Y, i=1,...r
j=1,...,s
Una solucién B = (U, T, ..., Trs 015+, 05, (TO)115 . . ., (T0),5)" Vverificando las restricciones
r S

T =0 Zéz L Y @ =0 Y @y =0. i=l...r, j=l..s

h=1 h=1 =1

viene dada por

ZI: ? > :Fl = ?l - Y s 6] = Y] - Y s (T/g)zj = 7lj -
siendo ? = Y_._/I”Sl’l, ?l = Yi_./sn, 7] = Y.j_/rn e?,’j. = Yl'j_/l’l.

Estimacion puntual

La estimacioén puntual no tendrd gran importancia en este modelo. A partir de las filas de X podemos obtener
rs funciones lineales estimables linealmente independientes: y;; = u+7;+6;+(10);j,i=1,...,r, j=1,...,s
Se verifica el siguiente resultado:

Proposicion 1 El estimador insesgado de minima varianza de y;j es uij = Y;j y ademds se verifica que 11;j ~
2
N(u;j, o /n).



Demostracion. Queda como ejercicio.

Respecto a la estimacién de o2, utilizando la solucién de las ecuaciones normales, 8, indicada anteriormente
podemos establecer el siguiente resultado

Proposicién 2 Se verifica que el estimador insesgado de o es

1 _ ro sk ros —
-2 t t 2
=—XY-B8XY)= Y: - Y
o rs(n—l)( B )= rs(n—l) ZZZ ijk 4 Zn
j=1 n=1 i=1 j=1
Ademds Qg = rs(n — 1)a2 /0% ~ x*(rs(n — 1)) y 2 es independiente de Hijparatodoi=1,...,r, j=1,...,n

Demostracion. Queda como ejercicio. Los calculos de la segunda parte son consecuencia directa de los
resultados del Tema 3, con lo cual s6lo hay que indicar el resultado que se utiliza.

Ejercicio propuesto. Demostrar las Proposiciones 1y 2.



Contraste de hipotesis. Formulacion del problema.

El principal contraste que se realiza en este modelo es el denominado contraste de interaccion. En un lenguaje
ordinario, este contraste se podria expresar del siguiente modo:

Hj : el modelo es aditivo, no presenta interaccion
H, : existe interaccion entre los dos factores del modelo

Aplicando la Definicién 1, podemos reescribir Hy como sigue

Ho @ (ij — pij) = (Wirj = po ) = (16)ij = (16)ij) = (78)ij — (¥6)irj) = 0, i,i" = 1,...,r3 j,j =1,....s

Sin embargo, esta formulacién de Hy no resulta conveniente a la hora de aplicar la metodologia que hemos
visto en el Tema 3 para calcular un test de hipdtesis que resuelva este contraste. El cdlculo del modelo reducido
por Hy parece complicado y en consecuencia una de las formas cuadraticas que interviene en el estadistico del
test seria dificil de determinar.

Para resolver este problema vamos a introducir nuevos pardmetros que nos permitirdn reescribir el modelo.
No se trata de hacer una reparametrizacion en el sentido que vimos en el Tema 3, simplemente de un cambio
de pardmetros de modo que los distintos términos en que se descompone el modelo sean funciones lineales
estimables.

Para introducir estos nuevos pardmetros definimos en primer lugar los “efectos medios” de 7;, 6; y (76);; como
sigue

r

_ _1¢ - 1 _
T=- )T 8 Za, . (@), = Z(T(S)l, L @)= ) o). (@), = Z Z“")u
i=1 = i=1 i=1 j=
coni=1...,r, j=1...,s. Utilizando estos valores podemos definir los nuevos paraimetros:
WompAT S AT, T eT-T A, -~ 5 0 =05 + (), {0,
(18);; = (16);j = (10); = (16) ;+ (75). , i=1l...,r; j=1...,5,
Es sencillo verificar que, parai=1,...,r, j=1,...,s

Hij =+ T+ 0+ (T0);

y ademds que Y, 77 = jzl 6}5 = 0, y también Zle(‘ré):.‘j =Qparatodo j=1,...,5y Zj.:l(ré)l’fj = 0, para
todoi=1,...,r

Proposicion 3 Se verifica que

a) ,u*,T;‘,cS;.ky(Té);*j,i:1...,r,j:1...,s, son f.l.e.

b) El modelo es aditivo siy solo si (76);.*]. =0,i=1,...,r,j=1,...,s.

10



Demostracion.
Apartado a). Probemos que (76); ; es f.l.e. Sabemos que

((70)ij — (16)ijr) = (T0)irj = (TO)i j) = (pij — pijr) — (pirj — pir ) D

Sumando en i’ y en j’ en el lado izquierdo de (1), obtenemos que

2 i[((ra)i,- = (@8)ij) = (@8)yj = (1) )] = rs(xd)yj = Z(ra)l] )= s Z((r@, I Z Z(ra),

i':l j/:l l 1] 1
=rs(16)ij — rs@i' - I”S(T(S).j + rs(‘ré)_' = I‘S(T(S)l-j

y por tanto, igualando a la suma en i’ y en j’ en el lado derecho de (1) , tenemos que

(76);} Z Z(/sz Iulj — (i i M ] ()
’=1j=
es decir, (76)* es combinacion lineal de las f.l.e. uy v, i’ = 1,...,r, j’ = 1,..., sy por tanto es f.l.e. Andlogamente,

se prueba que

ZZ/JI]’ Ti:_ZZ(/JU /11] rSZZ(ﬂU Hir j

=1 j= =1 j'= i'=1j=
yportantou*,T;.*,i=1,...,r,y6j.,j=1,...,s,sonf.l.e.

Apartado b). Hay que probar que (T(S);.kj =0,i=1,...,r,j=1,...,ssiys0losi (u;j —ppj) = (uij —prj) =0
Li'=1,....,rjj7=1...,s

Si (76);."]. =0,paratodoi =1,...,r, j=1,..., 5, como se verifica que y;; = u* + 7; + 6;‘. + (Té)?j, obtenemos
que

(uij = i) = (e — ) = ((@6)f; = (70)3y) = (70)y; = (@6); ;) = O, i’ = 1,...oms jij = 1,8
y por tanto el modelo es aditivo.

Reciprocamente, si (u;; — pirj) — (ij —pry) = 0,6, = 1,...,r, j,j/ = 1,..., s, teniendo en cuenta (2), se
obtiene que (7'6);‘]. =0,paratodoi=1,...,r,j=1,...,s

De este modo, el contraste de interaccidn se puede formular también

HO;(T(S);I‘].:O paratodoi=1,...,r, j=1,...,s
H; ;(T(S)jj;&O paraalgini=1,...,r, j=1,...,s

Ejercicio propuesto. Probar que u*, 7/, i =1,...,r,y 6}‘., j=1,...,s,sonfle.

11



Contraste de hipotesis. Calculo del test.

Tenemos que contrastar

HO'(T(S)*=O paratodoi=1,...,r, j=1,...,s
(76)*;&0 paraalgunz—l rj=1,...,s
enel modelo Yijx = u+7;+0;+(760);j+Eij, i=1,...,r; j=1,...,5; k=1,...,n, quepuede reescribirse

en términos de los nuevos pardmetros como
Yig =p" +7; +6 + (16);; +81]k, i=1,....,r; j=1,...,8, k=1,...,n

Esta hipétesis es estimable porque (T(S)* i=1,...,r,j=1,...,sson fl.e. Sin embargo, no son linealmente
independientes, ya que estos parametros estdn hgados por las r + s restricciones ).’ 1(7'(5) = 0 para todo
j=1,...,8y Z (T(S)* =0, paratodo i = 1 ,r. Teniendo en cuenta que una de estas restrlcciones es asu
vez redundante porque 25—1 lzl(Té)lJ = Dis1 Z;zl(ré);‘j, el nimero de f.l.e. linealmente independientes que
definen Hyesrs—(r+s—1)=(r—1)(s—1).

Para calcular el test de hipétesis que resuelva este contraste, vamos a seguir los pasos que vimos en el tema 3.
ler paso: Modelo reducido por Hy.
Si Hj es cierta, el modelo

Y,-jk=u*+‘rf+6j-+8ijk, i=1,....,r; j=1,...,8; k=1,...,n

que es un modelo de dos factores sin interaccion.
La suma de cuadrados de los residuos en este modelo es

Q) = Z Z Z ik Z snl_/i - Zs: rnl_/.zj. + rsnl_/%.

i=1 j=1 k=1 =1 j=1

2° paso: Formas cuadraticas asociadas al test.
La suma de cuadrados de los residuos del modelo con interaccién, calculada cuando estimamos o2, es

Qo—ZZZ ZZ

i=1 j=1 n=1 i=1 j=1

Ya hemos visto en la Proposicion 2 que Qg/ o2 tiene distribucién chi cuadrado con rsn — rs = rs(n — 1) grados
de libertad. Por otro lado, a partir de Qo y @, obtenemos la otra forma cuadrdtica, 01, que necesitamos para el
calculo del estadistico F:

0=0)-0=Y Y37, zsnvi._‘zﬂnﬁ_mﬁ_ ZZZ ,NZZHY
i=1 j=1 k=1 =1 j=1 i=1 j=1 n=1 i=1 j=1
S

- Z Z ny,; - 2 sn¥; — > m¥’; +rsn¥
i=1 j=1 i=1

=

12



Segun lo estudiado en el Tema 3, si Hy es cierta Q1 / o2 tiene distribucién chi cuadrado. Los grados de libertad
de esta distribucion vienen determinados por el nimero de f.l.e. linealmente independientes que definen Hy, y
que ya vimos que es igual a (r — 1)(s — 1). Ademds Qg y Q; son variables aleatorias independientes.

3er paso: Estadistico F.
A partir de las formas cuadraticas calculadas anteriormente se obtiene el estadistico de contraste

P O/r=D(s—-1 _ rs(n—-10s
Qo/rs(n—1) (r—=D(s = 1)Qo

cuya distribucién, asumiendo Hy, es F' ~ F((r — 1)(s — 1), rs(n — 1)), de modo que rechazaremos Hy a un nivel
asiF 2 F_1ys-1)rsn-1).a-

Los célculos anteriores se resumen en la siguiente tabla de Andlisis de la Varianza:

EV. gl Suma de Cuadrados M.C. F
. -2 —2 -2 —2 0, rs(n—1)0;
Int —1I)xs—1 =y nY, — Y, - Y +rsnY F=
nteracciéon | (r—1)s—1) | O lzjln i Z’_]sn : %}rn StrsnY G- T—1G-D0,
2 Qo
Error rs(n - 1) QO = %}k lejk - Zi,j l’lYU_ m

Si aceptamos Hy y concluimos que no hay interaccion, entonces debemos ajustar un modelo aditivo

Y,'jk=/,l+T,'+6j+8ijk, i=1,...,r; j=l,...,S; k=1,...,n.

Si probamos la existencia de interaccidén entre ambos factores, entonces el efecto del factor A en la respuesta
depende del nivel del factor B en el que nos encontremos, y viceversa. Asi, parece 16gico que fijemos cada nivel
del factor B (A) y estudiemos el efecto del factor A (B) en la respuesta, por ejemplo mediante un procedimiento
de comparaciones mdltiples como el que ya estudiamos para un modelo con un factor.

Otra posible actuacion en este tltimo caso consistiria en contrastar los “efectos principales” de cada factor, esto
es, las hipdtesis
7 . "o .
Hy:7;=0, i=1...,r , H0.5j—0, j=1,...,s.

No estudiaremos estos contrastes desde un punto de vista tedrico.

13



4.3.2 Modelos anidados

Supongamos que el factor principal tiene r niveles. Asumiremos por simplicidad que todos los niveles del factor
principal tienen asociados el mismo nimero de niveles del factor anidado, es decir, s; = - -+ = 5, = 5. Asumire-
mos también que el modelo es balanceado, es decir, que se ha tomado el mismo nimero de observaciones, n,
para todos los niveles del factor anidado. El Modelo Lineal que utilizaremos para esta situacion es

Yijk:/l+7'i+(75)ij+8ijk i=1,...,r; j=1,...,S; k=1,...,n.

donde y, 7;, y (76);; son constantes desconocidas y &;jx son variables aleatorias tales que E[E;x] = 0,1 =
1,....,r,j=1,...,8,k=1,...,n Por tanto, se verifica que

wij = ElYij] = p+ i + (16);

El pardmetro 7; representa ahora el efecto “principal” que el nivel i del factor principal produce en la media de
la variable respuesta. El parametro (76);; representa el efecto en la media de la variable respuesta del nivel j del
segundo factor, anidado al nivel i del factor principal. El niimero de observaciones en este modelo es rsn y el
nimero de parametros p = rs + r + 1, por tanto para que haya mas observaciones que parametros necesitamos
(en el caso balanceado) que n > 2. Si esto no ocurre, es decir, si tenemos una tnica observacion por cada nivel
del factor anidado, no podemos ajustar este modelo.

La matriz de este Modelo es la que aparece a continuacién'

11 0 ... 0|1 O 0

1{1 0 ... 0]0 1 0

11 0 1

110 1 0 1

110 1 0 1

X = :

110 1 0 1

110 O 1 1

110 O 1 1

110 0 ... 1]0 O ... 1
Se verifica que n(X) = rs < p. Si & = (Eq11,...,Erm)', asumiremos, en general, que & ~ N,.4,(0, 0ren),

aunque para algin resultado la normalidad no sea necesaria.

"Hay que tener en cuenta que cada fila se repite n veces, lo cual no afecta al rango.

14



Ecuaciones normales. Las ecuaciones normales de este modelo son:

r r N
nrsg + Y sntp, + >, nn@d)y = Y.
h=1 h=11=1

S J—
smu +  sat; + >nu(d)y; = Yi,i=1,...,r
=1
o+ nT; + n(to);; = Yy, i=1,...,r,j=1,...,5
Una soluci(’)nﬁ =, T1s s Tr (7'/3)11, cel (7'\5),5)’ viene dada por
ﬁ=? , 7[32?,—? . (T/g)ij:?ij._?i..a i=1,...,r,j=1,...,s

siendo ? = Ym/rsn, ?, = Y,'“/sn el_/ij. = Y,-J;/n.

Estimacion puntual

A partir de las filas de X podemos obtener rs funciones lineales estimables linealmente independientes: w;; =
H+Ti+(16)j,i=1,...,r, j=1,...,5. Se verifica el siguiente resultado:

Proposicion 4 El estimador insesgado de minima varianza de p;j es j1;; = Y;j. y se verifica que ;j ~ N(u;j, a2 /n).
Demostracion. Es similar a la de 1a Proposicién 1 en el disefio de dos factores con interaccion.

Los contrastes de los pardmetros 7; no tienen por qué ser funciones lineales estimables (f.l.e.), pero si i per-
manece fijo, si son f.1.e. los contrastes de los pardmetros (70);;, es decir, las combinaciones lineales de la forma

Z;:] C‘,'(T(S)[j con Zj-:] cj = 0.

Proposicion 5 El estimador insesgado de minima varianza de = Z§:1 cj(td)ijes = 25:1 c;Yi; y ademds
. - s K 2 2

se verifica que yr ~ N(Zj:l cj(10)ij, ZFI cio /n).

Demostracion. Queda como ejercicio.

Respecto a la estimacién de o2, utilizando la solucién de las ecuaciones normales, B, indicada anteriormente
podemos establecer el siguiente resultado

Proposicién 6 Se verifica que el estimador insesgado de o es

1 r s k ros -
—~2 _ 2
N W
i=1 j=1 n=1 i=1 j=1
Ademds Qo = rs(n — 12 /a? ~ x*(rs(n — 1)) y G2 es independiente de i;; para todo i = 1,...,r, j=1,...,n

) . 7 . . s
y del estimador insesgado de minima varianza de cualquier contraste ), =1€ (10)ij.

Demostracion. Es andloga a la de 1a Proposicion 2 en el disefio de dos factores con interaccion.

15



Contraste de hipotesis

En este modelo nos planteamos el contraste de la hipdtesis
Hy : (16)iy =---=(19);s paratodoi=1,...,r,

En caso de aceptar Hy, el factor anidado no influye en la variable respuesta. Si la rechazamos, en alguno de los
niveles del factor principal habrd diferencias entre los efectos de los niveles del factor anidado en la media de
la variable respuesta.

El modelo reducido por Hy queda Y;jx = u+7;+ (10)i1 +Eijx = u+7; +Eijk, siendo 77 = 7+ (70)i1, i = 1,..., 1,
j=1,...,8,k=1,...,n. Este es un modelo de un un tnico factor (el factor principal), concretamente un disefio
completamente aleatorizado. Realizando los célculos pertinentes, que quedan como ejercicio, obtenemos la
siguiente tabla de anélisis de la varianza:

F. V. gl Suma de Cuadrados M.C. F

— — -1
Fctanid | r(s—1) | Q) = ZnY,.zj_ - snYi_ 9 F = rste = DO
i i

r(s—1) (s - DQo
—2 [0)
Error rs(m=1) | Qo = %k Y - [Z; nYi; rs(n 0_ D

Rechazaremos H al nivel de significacion @ si F > Fr(s-1) rs(n-1),a-

Si aceptamos Hj y concluimos que el factor anidado no tiene influencia en el experimento, debemos ajustar el
modelo con un factor para comprobar si la variable respuesta varia con los niveles del factor principal

Y,'jk =,u+‘r,-+8ijk.

Si rechazamos H, entonces se utilizard un procedimiento de comparaciones multiples, dentro de cada nivel del
factor principal para determinar qué niveles del factor anidado presentan diferencias. Las hip6tesis a contrastar
de manera simultinea son (para cada i fijo) son

HY : (26);) = (16);y -

Tenemos que realizar s(s — 1)/2 comparaciones dos a dos de modo simultdneo. Podemos adaptar a este caso
cualquiera de los procedimientos que ya conocemos (LSD de Fisher, Bonferroni, Scheffé¢ o Tukey), sin mas que
cambiar los grados de libertad cuando sea necesario.

También es necesario determinar la posible influencia del factor principal. El contraste que se plantea es similar
al de los efectos principales en el modelo con interaccién y no lo estudiaremos a nivel tedrico.

Ejercicios propuestos:

1. Deducir las ecuaciones normales y calcular una solucién particular de las mismas.
2. Demostrar la Proposicién 5.

3. Demostrar que la hipdtesis Hy es estimable y deducir el test F' para resolver el contraste de hipétesis.
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Tema 5: Modelos Lineales Generalizados

5.1 Introduccion a los Modelos Lineales Generalizados

Los modelos lineales generalizados extienden el modelo lineal normal en varios sentidos. En primer lugar, la
distribucién que se asocia al modelo no es la normal, sino que pertenece a una familia més extensa, de la cual
también forma parte la normal que es la familia exponencial de distribuciones.

Sea ® un intervalo de R, y sea {fy: 0 € ®} una familia de funciones de densidad (o funciones masa de proba-
bilidad) definidas sobre R". Supondremos que el conjunto {y € R": fy(y) > 0} es independiente de 6.

Definicion 1 Diremos que la familia {fy: 6 € O} es una familia exponencial uniparamétrica, si existen fun-
ciones reales Q(0) y D(6) sobre ® y funciones reales medibles T(y) y S (y) sobre R" tales que:

fo(y) = exp{Q(O)T (y) + D(6) + S ()}

a) Parael cason =1, si T(x) = x diremos que la familia viene expresada en forma canénica.
b) A Q(6) a veces se le llama pardmetro natural de la familia.

c) Para el caso n = 1, si la distribucién de la variable aleatoria Y pertenece a la familia exponencial se
verifica que:

E[T(Y)]
Var[T(Y)]

-D'(0)/Q'(0) )
[Q”(0)D'(6) - D" (0)Q'(0))/1Q (O)F

Sea @ un intervalo k-dimensional de R, y sea {fg: 0 € O} una familia de funciones de densidad (o funciones
masa de probabilidad) definidas sobre R". Supondremos que el conjunto {y € R": fg(x) > 0} es independiente
de 6.

Definicion 2 Diremos que la familia {fg: 0 € O} es una familia exponencial k-paramétrica, si existen fun-
ciones reales Q1(6), 02(0), ..., 0r(0) y D(6) sobre ® y funciones reales medibles T1(y), T2(y),....Tx(y) y S(y)
sobre R" tales que:

k
fo¥) = exp {Z QO)Ti(y) + D(6) + S(y)}
i=1



Definicion 3 (Nelder and Wedderburn (1972)) Sea Y = (Y1,...,Y,)" un vector aleatorio n-dimensional, X
una matriz n X p (p < n) de constantes conocidas:

Xi
X=| : |,
X,
g: R = Runa funcion mondtona y derivable (llamada funcion de enlace 6 link function) y B = (B1, . ..,Bp) un

vector de pardmetros desconocidos. Diremos que Y satisface un modelo lineal generalizado si

a) Y1,...,Y, sonv.a. independientes con funciones de densidad (o funciones masa de probabilidad) pertenecientes
a una familia exponencial uniparamétrica expresada en forma canonica, i.e.

fo. ) = exp{QB)y + D) + S}, yeR; i=1,...,n.

b) gEIY) =XIB i=1,...,n.

Observaciones:
1. Si definimos G: R" — R” (x1,...,x,)" = G(x1,...,x,) = (g(x1),...,g(x,))", entonces la segunda condicién
se puede escribir:

G(E[Y]) =XB

2. Puesto que g es continua y mondtona es biyectiva con su imagen y por tanto existe g~!, de modo que
pi = EYil = g7 (XiB)
Ejemplos:
a) Modelo lineal normal.

b) Tendencia de la mortalidad: Para poblaciones grandes la probabilidad de que un individuo elegido al azar
muera de una enfermedad dada en un instante determinado es pequefia. Si suponemos que la muerte de
diferentes individuos son sucesos independientes, entonces el nimero de muertos, Y, durante un periodo
de tiempo fijo puede ser modelizado por una distribucién de Poisson

e
Q) = . y=0,1,...

siendo A el nimero medio de muertos por periodo de tiempo.

La tendencia de la mortalidad puede ser modelizada tomando v.a. independientes Y1,..., Y, que sean
el nimero de muertes ocurridas en intervalos de tiempos sucesivos numerados por i = 1,...,n. Sea
A =E[Yl,i=1,...,n

El nimero de muertes por Sida en Australia en periodos de tres meses entre 1983 y 1986 aparecen en la
siguiente tabla y el siguiente grafico:

v/ 0 1 2 3 1 4 9

i 8§ 9 10 11 12 13 14
yi |18 23 31 20 25 37 45




Claramente el nimero de muertos crece con i. Para estos datos un modelo posible es el basado en la
distribucién de Poisson con A; = i#, donde 8 es un pardmetro a ser estimado. Este modelo puede ser
descrito como un modelo lineal generalizado en el cual la funcién de enlace es g(4;) = logA; = Blogiy
por tanto X! = (logi),i = 1,...,n,y B = (B).

5.2 Estimacion en Modelos Lineales Generalizados

Consideremos un modelo lineal generalizado como el dado en la definicién y utilicemos el método de méxima
verosimilitud para estimar el vector de pardmetros 8. Asi la log-verosimilitud seré:

(O Y) = ) Yi0W0) + > DO+ ) S =010 ¥y = 01,00
i=1 i=1 =1

1

En esta expresion, y; = E[Y;] = —D’(6;)/Q’(6;) y por tanto es funcién de 6;, que asumiremos invertible, de
hecho, en muchas ocasiones 6; = y;. Por tanto, si denotamos 1; = g(i;) = X;B, i=1,...,n, entonces

wi = i) = g~ ()

y en consecuencia podemos asumir que 6; es funcién de 8, de modo que la log-verosimilitud también es funcién

de B:
t={B;Y)

Una propiedad de la familia exponencial de distribuciones es que satisface suficientes condiciones de regulari-
dad para asegurar que el maximo global de la funcién de log-verosimilitud, B, se obtiene de manera tinica como
solucidn de las ecuaciones

o

— =0, j=1,...,p.

B
Denotaremos U; = U;(B) = d¢/0B; y denominaremos a estas derivadas parciales, como scores. El vector
de scores se denotard por U = (Uy,...,U,)" y jugard un papel muy importante en el estudio de los Modelos

Lineales Generalizados.

Scores

Si denotamos
t; =Y;06) + D) +S(Y)),

aplicando la regla de la cadena, se verifica que
i _ de db, o
aB;  db; du; oB;’
Ahora bien, es sencillo obtener que:
dt , ,
‘W Y;0'(6;) + D'(6;)
e Porlaecuacién (1) tenemos que u;(6;) = —D'(6;)/Q'(6,) y Var[Y;] = [Q”(6;)D' (6)-D" (6:)Q’ 61/ Q' (6:)°,
de lo cual se deduce que
dui _ —D"(6)Q'(6) + D' (6)Q" (6))
db; Q'(6;)?

= Q'(6)) Var[Y]]
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yeén consecuencia,

@ 3 1
du;  Q'(6) Var[Y;]
e Tomando Xf = (X1, ..., Xjp), se verifica que
o o' . ., OXB
— = =g ) (m) = (g7 ()i
B, B, B, !

De todo lo anterior, utilizando de nuevo que w;(8;) = —D’(6;)/ Q' (6;), se obtiene que

ot YiQ'()+D'(6), _, (Yi —p)xij 4
aﬂj = 0'(6;) VarlY;] (g )( i)X Xij = Va —[Y (g )(771)
y en consecuencia, se pruebaque para j=1,...,p
ot Yi —p)xij -y,
Ui=UiB) = 55 ;Tm](g ) (1) )

siendo x;; es el j-ésimo elemento de X!. Se deduce facilmente que

Lo Bl el
E[U;1 = Z; ~—varyy €@ =0

A la matriz de covarianzas de U se le denomina matriz de informacion (de Fisher)y se denota por I = I(f8) =
Cov[U] = E[UU’]. Asumiremos que esta matriz es definida positiva, y por tanto no singular. Sus coeficientes

son:
n

i 4 4 — Y —
Iy =EUU]=E Z( “””( 1)(»2(’ “’)x’k< by )

Teniendo en cuenta que Y, ..., Y, son independientes, los productos cruzados en la expresion anterior tienen
esperanza igual a O y se obtiene que

5 ENY; — ) xijxi XX _
Ix=EUUI=)Y Var“[y_]zxf”(g Y iy = Z > ’[Y"] (&)
i=1 !

Calculo de E

Como ya hemos indicado, para calcular el estimador de médxima verosimilitud 8, hemos de resolver el sistema
de ecuaciones

Ui(B)=0,...,U,B) =0

En general, estas ecuaciones son no lineales y deben ser resueltas por métodos numéricos.
Si utilizamos el Método de Newton-Raphson p-dimensional, denotando b la aproximacién de 8 obtenida en
la m-ésima iteracion, se obtiene la siguiente ecuacién:

-1

B — pn-D) ( s (b(’"‘”)) yom-D
aﬁjaﬁk Jk=1,...p



donde U~V = U(b"~D). La convergencia del Método de Newton-Raphson nos garantiza que

(m> m—oo —=

b — B

Un procedimiento alternativo, a veces més sencillo que el método de Newton-Raphson, es el método de tanteo
(method of scoring), que consiste en reemplazar en la ecuacion anterior la matriz Hessiana de ¢ por su esperanza.
Ahora bien, se verifica que

[ 9%t
IB0Bk

y por tanto, el método de tanteo, en su iteracién m-ésima, queda definido por la siguiente ecuacién:

] =-E[U;Ui] = -1 j

b(m) — b(m—l) + I(b(m_l))_lU(m_l)

5.3 Distribucion de los estimadores

Para obtener la distribucion asociada al estimador méximo verosimil de 3, E juegan un papel muy importante
el vector de scores U = (Uy,...,U,)". Vamos a obtener en primer lugar la distribucién aproximada de este
vector aleatorio y, a partir de esta distribucién, deduciremos la distribucién aproximada de ﬁ En esta seccion,
dejaremos un poco de lado el rigor matematico, siendo nuestro objetivo justificar, que no demostrar, los distintos
resultados.

Distribucion del vector de scores

Utilizando (2), deducimos que el vector de scores U es suma de n vectores aleatorios independientes. Como
E[U] = 0y Cov[U] = 7, definida positiva , el Teorema Central del Limite, en su versiéon multidimensional, nos
garantiza que, bajo ciertas condiciones de regularidad, 7~'/2U converge en distribucién, cuando n — oo, a una
normal p-dimensional con vector de medias 0 y matriz de covarianzas I,,.

Abreviadamente escribiremos

aprox
~

77170 T N,(0,1,)

aprox

0, equivalentemente, U "~ N,(0, 7). De lo anterior se deduce que vy et

X (p).

Distribucion de ,E

Aproximando la funcién U(B) por su desarrollo de Taylor de orden 1 en torno aﬁ, se obtiene que

—  (dU; - — 4 ~ - 8%t -
UB) = UB) +( 5 (B-B) =UB)+| 72— B-B)=UB) +(E| 72— B-P)
B jk=1,...p B 0Bk jk=1,...p B j0B jk=1,...p
—_ 2 —_
Teniendo en cuenta que U(B) = 0y que E [ .98 } = —1 ji, se deduce que U(B) = I (B—p) o equivalentemente
jOPk
B-B=I""U.
Como U X N »(0, 1), se concluye que:
B NyB. I

y por tanto
aprox

B-BIB-B "~ X (p)



Al estadistico (E -B'T (ﬁ — B) se le denomina estadistico de Wald.

Observaciones:
a) Para modelos lineales normales los resultados anteriores son exactos.
b) 7 dependerd en general de B con lo cual, en aplicaciones practicas, la consideraremos evaluada en .

c) El resultado anterior nos permite obtener intervalos de confianza aproximados para 8, i = 1,..., p.

Intervalos y regiones de confianza

.....

parametro (3;, viene dado por la expresion:
[Bi = Zay2 VViis Bi + Zaj2 VViil

siendo z,/2 un valor tal que si Z ~ N(0, 1), entonces P(Z > z,2) = a/2.
Del mismo modo, el estadistico de Wald nos permite deducir la siguiente region de confianza p-dimensional al
nivel 1 — a (0 < @ < 1) para el pardmetro B:

R={zeR”: z—B)Tz-PB)<xpa)

Si I ! = (v 1)i,j=1,...p» €ntonces un intervalo de confianza aproximado al nivel 1 — @ (0 < a < 1) para el

siendo y,  un valor tal que, si Q ~ x2(p), entonces P(Q > Xp.a)a.
Se deja como ejercicio deducir el intervalo y la regién de confianza anteriores.

5.4 Contraste de Hipotesis en Modelos Lineales Generalizados

Contraste de Bondad de Ajuste.

Este contraste valora lo adecuado que es un modelo para describir un conjunto de datos. Se basa en comparar
la verosimilitud del modelo propuesto con la verosimilitud del modelo maximal o saturado, siendo éste el que
tiene la misma distribucién y funcién de enlace que el modelo de interés, y ademds el niimero de pardmetros
es igual al total de observaciones (se considera que este modelo proporciona una descripcion completa de los
datos, al menos para la distribucién considerada).

Intuitivamente, estariamos contrastando

Hy : el modelo SI es adecuado para describir el conjunto de datos
H; : el modelo NO es adecuado para describir el conjunto de datos

El estadistico de la razén de verosimilitudes es

_ L@max; Y)

A e
LB, Y)

o logA=€B,,;Y) - BY)

siendo L(Emax; Y), L(B; Y) las funciones de verosimilitud del modelo saturado y del modelo ajustado, respec-
tivamente. Valores grandes de log A indican que el modelo propuesto proporciona un mal ajuste. A partir
log A, se define un coeficiente de gran importancia en Modelos Lineales Generalizados, al que se conoce como
deviance

D =21og A = 2(tBnar; Y) - (B Y))



Para determinar el valor tedrico con el que comparar D vamos a deducir la distribuciéon aproximada de este
estadistico. Para ello, aproximaremos £(8) = £(8; Y) por su desarrollo de Taylor de orden 2 en torno a §:

9%
3,3j‘9/3k

)= B+ VBE - B+ 36 -B|

,,,,,

2

0B 0Pk

Utilizando de nuevo que U(,E) =0yqueFE [ } = —1 j, se obtiene que

(B~ B) =3B~ T E-p)

Por tanto, obtenemos el estadistico de Wald cuya distribucién aproximada conocemos:

26B) - B = BB T B-B) " x*(p) 3)

Ahora, descomponemos D del siguiente modo:
D = 2(0(B1: Y) = CBas Y)) = 206(B2Y) = £(B: Y)) + 2(0(B,r: Y) — LB Y)) 4
Aplicando (3) tanto a nuestro modelo como al modelo saturado, obtenemos 2(5@)—5%)) it )(2( ), 2(5(Ema )=

aprox

f(ﬁmax)) ~ /\/2(”)

Por otro lado, si el modelo propuesto es adecuado, entonces el dltimo sumando en (4) convergerd a 0 (al menos
en distribucién). Por tanto, asumiendo independencia entre los dos primeros sumandos de (4), se obtiene que
si Hy es cierta:

aprox
~

D X7 P(n-p)

En consecuencia, se rechaza Hy al nivel a si D > y2_ pa

La deviance esta relacionada con otras medidas de la bondad de ajuste como AIC o BIC que ya vimos en el
Modelo de Regresion Lineal.

Contraste de Hipoétesis sobre S.

Si consideramos g < p, el contraste de mayor interés es el siguiente:

Ho: By =-=fp=0
H: Bi #0paraalgini=qg+1,...,p

El test de hipdtesis se basa en la comparacion de los estadisticos de bondad de ajuste del modelo original
y del modelo reducido por Hy. En consecuencia, si Dy es la deviance asociada al modelo reducido por Hy
y D; la deviance asociada al modelo original, un estadistico adecuado para construir un test de hipdtesis es
AD = Dy — D;.

Para hallar la distribucién aproximada de este estadistica, tengamos en cuenta que,D wmr x2(n — p). Por otro
lado, si Hy cierta, se verificaria que Dy P n—-q). Bajo ciertas condiciones de independencia, de lo anterior
se obtiene que,

aprox

AD " \(p - q)

De este modo, se rechaza Hy al nivel a si AD > ,\/%_W.
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